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Ueber die Steinersche Fläche. 
(Von Herrn A. Clebsch in Giessen.) 

















$. 1. Darstellung der Punkte der Steinerschen Fläche durch Parameter. 


Die nach Steiner benannte Fläche vierter Ordnung hat die Aufmerk- 
samkeit der Geometer in hohem Grade auf sich gezogen, seit Herr Kummer 
in den Berl. Monatsber. ihre ersten Eigenschaften auseinandergesetzt und die 
Herren Cremona und Schröter eine grosse Reihe weiterer Eigenschaften der- 
selben aufgedeckt haben. 

Die Theorie der auf einer Ebene einfach abbildbaren Flächen, welche 
ich an einem anderen Orte geben werde, und von der ich bezüglich der 
Flächen dritter Ordnung ein Beispiel gegeben habe, verleiht dieser Fläche in 
sofern ein besonderes Interesse, als die Coordinaten eines Punktes derselben 
sich nach Herrn Weierstrass durch allgemeine homogene Funclionen zweiten 
Grades von drei Parametern darstellen, und also die erste Classe der ein- 
deutig abbildbaren Flächen bilden. 

Eine solche Abbildung ergiebt sich aus der von Herrn Kummer ge- 
gebenen Gleichungsform 


ar ta + — 200, = 0 
sofort; denn setzt man 


° = us, = uS, I; = U 55; 
so findet sich 





und man kann also setzen: 
(2: = Ri 


A.) on = Rd, 
jes - u, 
0 = HEHE. 


Auf diese Weise sind allerdings die Coordinaten eines Punktes der Fläche 
durch Parameter dargestellt; aber die Formeln vereinfachen sich wesentlich. 
wenn man die Substitutionen 


(2.) 95=Ns 55 = n = 
Journal für Mathematik Bd. LXVII, Heft 1. 
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einführt, wodurch unsere Formeln sich in 
vn = Mn; 
r 0m = 2m» 
3.) 4 
0% = Ms 
0% = Ntm+N 
verwandeln. 
Die Formeln (1.) liefern einfach die von dem dreifachen Punkt der 
Fläche als Augenpunkt ausgeführte perspectivische Projection der Fläche auf 
8 persp J 
eine Ebene, in welcher &,,. &, $ Coordinaten eines Punktes sind. Die 
Formeln (2.) liefern eine jener eindeutigen Abbildungen dieser Ebene, welche 
Herr Cremona kennen gelehrt hat; die Formeln (3.) endlich fallen unter die 
Darstellung des Herrn Weierstrass, insofern die Coordinaten durch Functionen 
zweiten Grades dargestellt sind. Ich werde zunächst zeigen, wie man die 


alleemeinen Formeln 
‚0% = film; 2 93)» 


‚94, = fx (mı > 92» 93)» 
0 = fm» 2395)» 
or = films N, 93)» 


in welcher die f Functionen zweiter Ordnung sind, im Allgemeinen wirklich 


(4.) 


auf die Form (3.) bringen kann. 


$. 2. Reduction der allgemeinen Darstellungsform auf die Normaltorm. 


Schreiben wir der Kürze wegen 
m BR: Pf. e 
fin, 9,753) = fin, n) 
und bezeichnen wir durch f(n,) den Ausdruck 


ET RR. \ 
f(n, s)= u = In 


Die Punkte einer Doppellinie bilden sich in der Ebene der n durch je zwei 
Punkte ab; sind also 7, € zwei solche zusammengehörige Punkte denen der- 
selbe Punkt x entsprechen muss, so hat man 

’® » 2 N en ‘ D 

5.) fmn)=Th(5 >) @=1,2,3,4). 
Aber man kann dänn immer 


wo 0 einen unbestimmten Factor bedeutet. 
zwei neue Punkte #, A so einführen, dass 


(6.) zz =enNt05, AMTS 
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wodurch die Gleichungen (5.) in 

7) faM=0 (i=1,2,3,4) 
übergehen. Die Gleichungen (6.) zeigen, dass jeder Punkt einer Doppellinie 
sich als Punktepaar abbildet, welches mit einem gewissen Punktepaar x, 1 
harmonisch ist; und dass umgekehrt alle Paare einer auf der Geraden x, 4 lie- 
genden Involution mit z, ) als Doppelpunkten sich zu Punkten einer Doppel- 
linie vereinigen. 

Die Punktepaare #, A, welche aus (7.) folgen, haben zugleich die 
Eigenschaft, harmonische Pole (und zwar die einzigen) für alle Kegelschnitte 
des Systems 

af) +a; + h+afı = 0 
zu sein. Die entsprechenden Punkte x sind die Cuspidalpunkte des Herrn Oremona. 
Die vier Gleichungen (7.) sind linear für die sechs Unbekannten 


(8.) Aıhıy Hola Azhza Ayhaztizho, Azhıt Hd Akt. 


Zwischen denselben besteht ausserdem die identische Gleichung dritten Grades: 





9.) 0 = |s.h+%al, 2a ut, An |. 
7} h; +4 bh, #5 3 +%; ba 22; Än 


Drückt man also vier der sechs Unbekannten (8.) linear durch die übrigen 
aus. und führt diese Werthe in (9.) ein, so erhält man für das Verhältniss 
der beiden letzten eine cubische Gleichung. Es giebt also drei Punktepaare 
z, A, welche den drei Doppellinien der Fläche entsprechen. 

Um dieselben auf eine elegantere Weise zu finden, kann man den 
Gleichungen (7.) eine fünfte Gleichung 

(10.) g(z,))+uw(z,)) = 0 

hinzufügen, in welcher 9=0, w=0 die Gleichungen zweier beliebigen Kegel- 
schnitte sind. Man sucht dann diejenigen Kegelschnitte eines willkürlich ge- 
wählten Büschels 9„+uw=0, welche ebenfalls eines der Punktepaare z, 4 
zu harmonischen Polen haben. Indem man aus den Gleichungen (7.) und 
(10.) die Verhältnisse der sechs Unbekannten (8.) ausdrückt, gelangt man zu 
Gleichungen folgender Art: 


i 2x, by - Autu Bus 25 hat %; de —- Ar 2 „ 1 


(11.) Bahr = AntußBa, KAklıt% ds = AutuBa; 
22; br — Ay,-+ u Das 7, hat %ıhı = A, _- u eis 


7 
1 * 
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und (9.) verwandelt sich in die für « cubische Gleichung 

(12.) Z+(Aut+tuBu)(Ag+uBa)(Ag+uB;) = 0. 
Bezeichnen wir nunmehr durch «&,. &., «&; Liniencoordinaten, und durch K =0, 
L,=0 die Gleichungen der Punkte %, A, so dass 


K=0,4A+%%r+0;%, L=o,4 + dat 034;. 
Dann ist nach (11.): 
2KL = ZI A, +u Z2B,0,0; 
—= A+ubB, 


wo A=0, B=0, Kegelschnitte in Liniencoordinaten bedeuten. 

Die drei Punktepaare K, L sind also die drei Paare, welche in einem 
System von Kegelschnitten A+uB= 0 mit vier gemeinschaftlichen Tangenten 
vorkommen; d. h. sie sind die Durchschnitte von vier Geraden. Die Nebenseiten 
des aus ihnen gebildeten vollständigen Vierseits sind die Abbildungen der drei 
Doppellinien der Oberfläche. 

Da die Ecken des Dreiecks der Nebenseiten paarweise mit diesen 
Paaren z, ) harmonisch liegen, so sind sie sämmtlich Abbildungen desselben drei- 
fachen Punktes der Oberfläche, welcher allen drei Doppellinien gemeinsam ist. 

Wenn ein Kegelschnitt 9+uw=0 selbst die Verbindungslinien aller 
drei Punktepaare <, A harmonisch theilen soll, so müssen die drei Wurzeln 
der Gleichung (12.) einander gleich sein, und zugleich auf drei verschiedene 
Paare z, 4 führen, oder auf drei verschiedene Geraden 

= —Hlı Hl —dl, Izmir 
welche solche Paare verbinden. Indessen folgt aus (11.), dass (12.) als das 
Resultat der Elimination aus den Gleichungen 

0 = (AutuBı)&+ (Art uB,)%4+ (Ast ubs)@, 

0 = (Aut uB;,)&+ (Ar + uBa)ea+(Ay+ uBz,)0;. 

0 = (Aut+ub,)e, + (Ag+uB,)02+ (Ay+uBD;)e; 
aufgefasst werden kann. welche für drei verschiedene nicht durch einen Punkt 
gehende Geraden « nur bestehen können, wenn alle Coefflicienten A,+uB,, 
verschwinden. Dieses aber heisst nach der Entstehungsweise der A, B aus 
(7.) und (10.),. dass + uw eine lineare Combination der f, also ein Kegel- 


schnitt des Systems 


af mh tobt af: = 


H 
Ri 
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ist. Also sieht man, dass auch umgekehrt alle Kegelschnitte, welche die 


Strecken #4 gleichzeitig harmonisch theilen, diesem System angehören. 

Zu jeder in der Ebene gezogenen Geraden gehört eine andere, welche 
mit jener zusammen einen Kegelschnilt des Systems bildet. Man findet sie 
geomelrisch, indem man zu den Schnittpunkten der ersten mit den Strecken 
4 die vierten harmonischen Punkte sucht und diese verbindet. Zugleich ist 
jeder Punkt der Ebene der Doppelpunkt eines solchen Linienpaars. Denn 
indem man die Bedingungen für das Zerfallen eines Kegelschnitis des Systems 


= 


für einen gegebenen Punkt { bestehen lässt: 


of, . GE: , of of 
d, Ah u Ad, —- u 2 d; k ! -) ne? —— Ü, 
Os; Os; Oi © Si 


£; ‘ ‘ 

(® = 1 > 2, 3), 
erhält man die Verhältnisse der « eindeutig bestimmt, und die Gleichung des 
Linienpaares wird: 











of, of, © = fi (m ? | 
0% OL, Ö 4 L\713 71) | 
De ER 
A, IE ENT) ng 
| of; = l; of; f: (7 7 \ | 
oL, oL, oL, 3\'79 1, | 
ER un Fr fa(n,n) | 
oL, 06, NT 


Der willkürlich gewählte Kegelschnitt 
af to ++ af, =:9 
ist das Bild des Durchschnitts einer willkürlich gewählten Ebene 
440m +Gr,+a,2, = 0 
mit der Fläche; also einer Curve vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten. 
Die in dem System enthaltenen Geraden entsprechen den Durchschnitten der 
Tangentenebenen; jede Gerade in der Ebene ist also das Bild eines Kegel- 
schnitts, welcher auf der Fläche liegt; zwei entsprechende Gerade bilden zu- 
sammen das Bild für den Durchschnitt einer Ebene, welche die Fläche in 
einem Punkte berührt, dessen Bild der Schnittpunkt der Geraden ist. 
Untersuchen wir nun, unter welchen Umständen zwei entsprechende 
Geraden einander unendlich nahe rücken können. Sie müssen sich dann je 
einem Punkte jedes Paars #, 4 unendlich nähern; mithin müssen sie mit 
einer der vier Geraden zusammenfallen, deren Durchschnitte die Punktepaare 
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z, ) sind. Es giebt also vier Kegelschnitte des Systems, welche in Doppel- 
linien ausarten, und zwar sind dies die Seiten des vollständigen Vierseits, 
dessen Nebenseiten die Doppellinien der Fläche darstellen. 

Diese Linien entsprechen den vier Kegelschnitten, längs deren nach 
Herrn Kummer eine Ebene berührt; und zugleich stellen sie diejenigen Punkte 
dar, welche den Punkten der Hesseschen Wendecurve entsprechen, auf welche 


schon Herr Cremona aufmerksam gemacht hat. 
Die directe Darstellung des Products dieser vier Geraden erfolgt, in- 


dem man unmittelbar diejenigen Kegelschnitte 
y=aftafh+a;h+a,f, = 0 

aufsucht, welche aus doppelt gerechneten Geraden bestehen. Man hat hiezu, wenn 
(14) mm+mn+mn = 0 


die Gleichung einer solchen Geraden ist, die Bedingungen: 








ng no 
op oYy 
mM, =, 
on, om,oN; 
no ng 
AR: Oo . oo 
(15.) IT — m; . —T zu; 
on; i con,oN, 
n2 n2 
10; p) © 
on, on,on, 


Das Product jener vier Geraden ergiebt sich, wenn man aus (14.), (15.) die 
m und die a eliminirt. Die Darstellung der Resultante,. welche ein weiter- 


oehendes Interesse hat, wird weiter unten gegeben werden. 
Wählt man das Coordinatensystem der n nun so, dass es mit dem 
Dreieck der Nebenseiten zusammenfällt, so kann man den Seiten des Vierseits 


selbst immer die Form geben: 

n+n+nm = 0, 
| Nm = $, 
ER =(, 


-Nn—Mmtn = 0, 


(16.) 


Legt man die Quadrate dieser Linien zugleich als Kegelschnitte fı, fa, fs, f 
zu Grunde. d. h. wählt man als Coordinatentetraeder im Raume die vier 


längs Kegelschnitten berührenden Ebenen, so werden die Formeln (4.) zu 


folgenden: 
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om = MmtmtR) 

(17.) ler => (M-m—m), 
| 0% = (n+m—-1)% 
9, = —n—+n), 





woraus die Gleichung der Fläche sich in der Form ergiebt: 
(18.) yatyat+ys+ya, = 


Führt man aber statt der & die Coordinaten y durch die Formeln ein: 


m = 19% +7T, 
4, = m —- ı;— I. 
119.) \#Yı ı 7 X 3 49 

jr = nn -%+%—1, 


'4y, = I, m—-1+T%, 
so erhält man die Gleichungen der Fläche in der Form (3.): 


ey = Mtm+m, 
19%.) \ey. = Ts 
0y = NN, 
oY = Mm- 
Die Ebenen der y sind die durch je zwei Doppellinien der Fläche gehenden. 
und eine vierte (Yı), welche jede der Doppellinien der Fläche in einem Punkt 
schneidet, welcher mit ihren Cuspidalpunkten und dem dreifachen Punkte ein 
harmonisches System bildet (Cremona). 


$:. ö. Raumcurven auf der Fläche und ihre Abbildungen. 
Denken wir uns in der Ebene der n) eine Curve x‘ Ordnung gegeben: 
0.) Pl 92,913) = 0, 
so entspricht derselben eine Raumcurve, deren Singularitäten gefunden werden, 
wie ich dieses für die Geometrie der Flächen dritter Ordnung im 65°" Bande 
dieses Journals p. 359 gezeigt habe. Da der Schnitt der Fläche mit einer 
Ebene durch die Curve 
(21.) af tahtamhtafı = V 

abgebildet wird, welche von der zweiten Ordnung ist, so hat man den Glei- 
chungen (20.), (21.) entsprechend 2% Schnittpunkte der Ebene mit der Raum- 
curve und also nach der Bezeichnung der angeführten Abhandlung: 
22.) N = Rn. 























I 
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Einem Büschel von Schnittebenen entspricht ein Curvenbüschel 
u+iv = Q, 
wenn 
ao = af tmfht+af;+a,fı, 
Br b,fi+bf+b; + bufı 
geselzt wird. Die Ebenen des Büschels, welche unsere Raumcurve berühren, 
werden, wie a. a. O. aus der Combination der Gleichungen 





Mu 00 0 
9=0, Z+ ZZ A 
’ on, On, on, 


gefunden, welche »(»-+1) gemeinsame Lösungen haben. Hat ausserdem also 
y=0 noch d Doppelpunkte und r Rückkehrpunkte, so findet man den Rang 
der Raumeurve aus der Formel 

(23.) R= n(n+1)—2d— Br. 

Nimmt man hinzu, dass die charakteristische Zahl p des Geschlechts 
unverändert bleibt, so ist die Bestimmung der Singularitäten hiemit gegeben. 
Ist K die Classe der Raumceurve, A die Zahl ihrer Wendungsberührebenen, 
b die Zahl ihrer Rückkehrpunkte so hat man 

2p—2 = R+B—2RN, 





= N+K-—2R, 
—= R+A—RK, 

und wenn man den Werth von p einträgt: 
PER ee el A a 


so findet sich: 
( = I3n(n—1)—6bd—$8r, 





24. 
Re A = 6n°’—10n -12d—15r. 
Bezüglich der Anzahl der scheinbaren Doppelpunkte: 
n.n—1 
= 3 


ist zu bemerken, dass aus derselben jedesmal ein Doppelpunkt als wirklicher 
auszuscheiden ist, sobald zwei Schnittpunkte von =0 mit einer der Gera- 
den #4 die Strecke #4 auf derselben harmonisch theilen, indem die ent- 
sprechenden Punkte sich auf der Fläche dann zu einem Punkte einer Dop- 
pellinie vereinigen. F.. also e die Zahl dieser Paare von Schnittpunkten, so 
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ist die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte der Raumecurve durch 
n.n—1 


25) H= 37. 


gegeben. 

Mit Hülfe dieser Formeln erfolgt die Uebertragung ebener Sätze auf 
die Raumceurven der Steinerschen Fläche ohne Weiteres. Ich will des Fol- 
genden wegen nur bemerken, dass wegen der obigen Formeln einem allge- 
mein gelegten Kegelschnitt eine Raumcurve vierter Ordnung und zweiter Spe- 
cies entspricht. Theilt der Kegelschnitt eine der drei Strecken #4 harmonisch, 
so geht von den drei scheinbaren Doppelpunkten der Curve einer in einen 
wirklichen über. Theilt der Kegelschnitt zwei jener Strecken harmonisch, 
so ist nach einem Satz von Hesse dasselbe mit der dritten der Fall: man 
hat einen Kegelschnitt des Systems vor sich, und ihm entspricht eine ebene 
Curve mit drei Doppelpunkten. 

$. 4. Curven der Haupttangenten im Allgemeinen und bei der Steinerschen 
Fläche insbesondere. 

Die Steinersche Fläche hat die Eigenschaft, dass die Curven der Haupt- 
tangenten auf ihr algebraisch sind und die betreffenden Differentialgleichun- 
gen sich integriren lassen. Die Curven der Haupttangenten entstehen. wenn 
man in jedem Punkt der Fläche die dreipunktig berührenden Tangenten sucht 
und das einer solchen und der Fläche gemeinsame Längenelement als Bogen- 
element einer Curve betrachtet. Indem man diese Elemente stetig verbindet, 
erhält man auf der Fläche eine Schaar von Curven, deren zwei durch jeden 
Punkt gehen; und zwar haben an jeder Stelle die sich schneidenden Cur- 
ven verschiedene Richtung. mit Ausnahme der Punkte der Wendecurve. in 
deren jedem daher sich zwei Curven des Systems berühren. 

Die Haupttangenten sind die Tangenten des Doppelpunkts der Curve, in 
welcher die Tangentenebene die Oberfläche schneidet. Haben wir also eine 
Oberfläche irgendwie mit Hülfe der Formeln 

o2,=fi(n, %, 15) Geist 
auf einer Ebene abgebildet, so entsprechen jenen Tangenten die Tangenten 





des Doppelpunkts, welchen eine Curve des Systems 
gy=aftmnft+mhtaf, =) 
in einem Punkte des Systems haben kann. Im Doppelpunkt ist dann 


3.) —=4- 2-0.22=0, 


on, on, on, 





und die quadratische Gleichung 
Journal für Mathematik Bd. LXVI. Heft 1. 2 
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} ee Op Site 
(27.) 2m dn,dn, = 0 


giebt die Tangentenrichtungen des Doppelpunkts. Eliminirt man aus (26.), 
(27.) die a, so erhält man die Differentialgleichungen der Curven der Haupt- 


tangenten in der Form: 



































If If n n2 
| of of, of, zs_ Ih _4,.dn, 
| on, on, on, on 
| of. of. of. of. 
| vg 3 3 a di,,dn; 

PIC PIE ı on, on, on, 0,0% 

(28.) ar Zug; | nn » n If If. 
| JE eh; a. dn,dn; 
ı on, On, on, Oo 3 
|; a J3 
of, of, of, >> of, dr.dn 
| n Far nn u jr rn / k 
' on, ON, on; ONON% 


Bezeichnen wir durch #,,. %. % und ®,, %, ©, die Coordinaten der 
beiden Tangenten des Doppelpunkts, so kann man an Stelle von (27.) die 
Gleichung 

(udn, +Wdn,-+ wu,dn;) (e,dn,+v.dr,+v,dn;) = OÖ 
setzen, d. h. man hat die Gleichungen 


(29.) a, 


= WO, + V;U,, 








of, o’f, Wi: , of 
—— + — +3 .— 4 — 
Om On OO: OMONx Om On 


(,k=1,2, 3), 
wobei dann die Gleichungen (26.) zu ersetzen sind durch: 
30.) unten +0n = 0, 
Sp nm tonton =. 
Statt nun aus diesen Gleichungen durch Elimination der «a, a, ve, eine Diffe- 
rentialgleichung in den 7 zu bilden, kann man zunächst die «, ve und die 
dn eliminiren. und erhält dann die Gleichung zwischen den « und den 7: 





















































Ba ee 
.. er 2u, 0 0 | 
on! om! on! om! | 
= AB 3 UBER.» A: | | 
m. „on. da =. 0 2, 0 | 
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Diese Gleichung versieht in der That die Stelle der Differentialgleichung (28.) 


in jeder Beziehung. Will man dieselbe in die Differentialgleichung für die 7 
verwandeln, so braucht man nur zu bemerken. dass die Gerade « durch zwei 
nächste Punkte der gesuchten Curve geht, dass also zugleich 


un + 00 


"RtTWun = V, 


udn, +udn,+mdn, = Ö, 
und dass also an Stelle der « die ihnen proporlionalen Werthe 


nd, — dr, dn—ndn. mdmn—ndn, e 


gesetzt werden können. Aber *) man kann sie auch, und das ist in dem 
vorliegenden Falle zweckmässiger, in eine Dillerentialgleichung für die « ver- 
wandeln, indem man bemerkt, dass auch ein Punkt 7 der gesuchten Curve 
auf zwei nächsten Tangenten derselben liegt. dass also auch zugleich: 


7,9, x Na Ur 13 u; a VÖ, 


da +nda+n,du, = QÖ. 


so dass man die »; ersetzen kann durch die ihnen proportionalen Ausdrücke: 


u,du,—u,du,,. a,du, —u,du,. uda—wdu,. 

. fl Y bed .. . o’f ® 
Da im Fall der Steinerschen Fläche die eu Constante sind, so verwan- 

OMOoN 

delt sich hiedurch die Differentialgleichung zweiten Grades in eine des ersten. 
Um diese Gleichung in besserer Form zu erhalten. bemerken wir, dass die 
zweite Tangente ® des oben betrachteten Doppelpunkts durch den Schnitt 
der benachbarten Tangenten «, a-+-da hindurchgeht, dass man also setzen kann: 


" ; 


— n,+odu,. 
Führt man dies in (29.) ein, so erhält man die sechs Gleichungen 


0’ 0’ 0° of I 
2e. x ©. -+4 Ri RE a nr — Zu,u, tod(uu,). 


l P rn > ‘ u. | 3 £ ‘ 4 r j ’ 
OMONK% ONONk On: 0% on om 


und daher durch Elimination von @,,. @&. a;. a,. e die Differentialgleichung 
in der Form: 





*) Die hier folgende Transformation und Integration der Differentialgleichung 
verdanke ich Herrn Gordan. 


2% 
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On,0n, Mm, Mm 99mm,  o9n9n, 


of, of, of; of, 2 ie 
+ a. 2 2 2 u, d(wi) | 
on! on’ on! on, 
ng ng Eon u | 
16) oO oT. oO / 
- fi - £ : E r L wo dm) 
on; on; on; on; | 
of, of; of; of, ar (2 | 
—.7 A I? Im? ws du) | 
(39. on, on, on, on, | 
ce of, of, of, of, j R | e. 0. 
. ee si 20, d(uu;)‘ 
017,0N, 0n,0N, 0n,0n, on,0n, ’ 
2 22 22 22 
| of BL... f; of; of, 
Pe 2 >= 2 30 d(uu,) 
 on,om on,on, on,on, on,on, 
| n2 2f n2 n2 | 
| 0 o’f. o’f o . | 
| Ei 3 SE um du) 


Bestimmen wir nun constante Grössen p,, so, dass 
of, 


ON ON 


of. 
En. ee Sum 


of; 


Pa om 


so ist die Gleichung (32.) erfüllt, wenn zugleich 

(34) ZIp,uu = 0 
gesetzt wird, woraus von selbst folgt, dass auch 

Z>p.dluu) = VÖ. 
Da nun unter den fünf Verhältnissen der p eines willkürlich angenommen 
werden kann, so enthält die Gleichung (34.) eine willkürliche Constante und 
ist demnach das allgemeine Integral von (32.). Wir können eine solche Con- 
stante auch dadurch einführen, dass wir eine Gleichung 
ZIp, 04 tu Zzpßar = 0 

hinzufügen, wo die «, / Coeffiecienien beliebiger Kegelschnitte %, w sind. 
Aus dieser Gleichung und (33.) folgen dann (vgl. Gleichungen (11.)) die Werthe 


der p in der Form: 
Pa as Aa+ubB,,, 


wobei die A, B völlig bestimmt sind, und nur « eine willkürliche Constante 


bedeutet. Setzt man nun 
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A = 22 A,uM, 
B = 2Z2B.8&,. 


so nimmt das Integral (34.) die Form an 
A+uB = 0, 

d. h. die Curven der Haupttangenten bilden sich als Kegelschnitte mit vier 
gemeinschaftlichen Tangenten ab. Die in dem System vorkommenden Punkte- 
paare sind keine anderen als die in $. 2 als Punktepaare dieses Systems ge- 
fundenen Paare x, A; und die vier gemeinsamen Tangenten sind demnach 
dieselben, deren Aggregat die Abbildung der Wendecurve darstellt. 

Uebertragen wir diese Resultate auf die Fläche, so haben wir den Satz : 

Die Curven der Haupttangenten auf der Steinerschen Fläche sind die- 
jenigen auf der Fläche gelegenen Raumcurven vierter Ordnung und zweiter 
Species, welche jeden der vier Kegelschnitte berühren, in welche die Wende- 
curve zerfällt. 

Legen wir die Steinersche Fläche in der besonderen Form (17.) oder 
(19°.) zu Grunde, so haben die drei Punktepaare #, 4 die Gleichungen : 


34.) w-m=0I ww; =0, w;w—-uw—d. 


Die Abbildungen der Curven der Haupttangenten sind daher durch die Formel 
gegeben: 
tt +; —=0, (ri ++ 0; = 0) 


oder in Punktcoordinaten durch: 


2 . ö 
‚ODE \| 7 . 2 N 
(Di, en 


v7 ao, &, 





Untersuchen wir, welche Curven der Haupttangenten einen wirklichen 
Doppelpunkt besitzen. Hiezu ist es nöthig, dass der Kegelschnitt (35.) eine 
der Seiten des Coordinatendreiecks in Punkten schneide, welche zu dem be- 
treffenden Paare (34°.) harmonisch sind. So hat man für 7,=0 als Schnitt 
des Kegelschnitts (35.) das Punktepaar 

+ =. 


Soll dieses mit «» +”, =0 harmonisch sein. so muss es in 


- 


ta) + —) = 0 
übergehen, d. h. es muss , =«, sein. Es giebt also drei Curven der Haupt- 


tangenten mit wirklichem Doppelpunkt: die Bilder derselben haben die Glei- 
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chungen: 
Im—- m mn =, 


tm mn =d, 


-m- m+?m = 0. 


Die Doppelpunkte selbst entsprechen den Durchschnitten dieser Kegelschnitte 
beziehungsweise mit 
20, n,=0 =B; 
für sie ist also immer 
ntm+n = 0 
oder ,=0 (19). Die Doppelpunkte jener drei Curven sind also die auf 
den Doppellinien der Fläche zu den Cuspidalpunkten und dem dreifachen Punkt 


harmonisch gelegenen Punkte. 


$. 9. 
Die Curve der Wendepunkte für Flächen deren Coordinaten durch Parameter 
rational ausdrückbar sind. 


Die Punkte der Wendecurve einer Oberfläche sind dadurch charakterisirt, 
dass die Richtungen der Hauptitangenten in ihnen zusammenfallen oder dass 
die Geraden, welche in der Bildebene die Richtungen der Tangenten des 
Doppelpunktes einer Curve des Systems „fi tmf+@fß+a,f,=0 geben, sich 
vereinigen. Die Coordinaten dieser Geraden aber findet man aus (31.), wenn 
man diese in den « quadratische Gleichung mit der linearen 


(36.) + n%+7,U = 0 
verbindet. 
Ist aber die linke Seite der Gleichung (31.), nach den x geordnet: 
‘ vn u PIE 
(37.) Zz2Duu =, 


so wird die Bedingung dafür, dass die Gleichungen (36.), (37.) durch zwei 
unendlich wenig verschiedene Systeme von Lösungen erfüllt werden, die Glei- 
chung für die Abbildung der Wendecurve. Dies heisst aber, dass der Punkt 
n ein Punkt des durch (37.) repräsentirten Kegelschnitts in Liniencoordinaten 
sein soll. Man hat also die Bedingung 


Dı Da: D; N 


| 
'D; | 
(38.) | B 
Ds: D; D;; 13 
| 


7 N 13 0 


m 





Do 
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als Gleichung für jene Abbildung. Diese Gleichung stellt zugleich das Eli- 
minationsresultat aus (14.). (15.) dar, welches mit der Abbildung der Wende- 
curve übereinstimmt. 

Dass die Gleichung (38.) das fragliche Resultat ohne überllüssigen 
Factor liefert, folgt aus der Vergleichung der Ordnungen bei der Steinerschen 
Fläche. Die Abbildung der Wendecurve zerfällt für sie in vier Gerade; und 
in der That ist (38.) eine Gleichung vierten Grades, da die D lineare Functionen 
der „ sind. Allgemein aber hat man den Satz: 

Eine Fläche, deren Coordinaten sich als homogene rationale Functionen 
n'” Ordnung dreier Parameter darstellen, hat eine Wendecurve, deren Bild von 
der Ordnung Sn—12, und welche also selbst von der Ordnung n(Sn—12, ist. 

Da die betreffende Fläche im Allgemeinen vom Grade » ist, so wird 
die Wendecurve, als Schnitt der Fläche selbst mit ihrer Hesseschen Fläche 
betrachtet, vom Grade 4n’(n’—2); woraus sich für die vorliegenden besonderen 
Flächen eine Erniedrigung des Grades der Wendecurve um 

An/'n—1)(n" —n-+3 


Einheiten ergiebt. 


$. 6. 


Besonderer Fall der Steinerschen Fläche. 


Das vollständige Vierseit, welches mit dem Dreieck seiner Nebenseiten 
die Abbildung der Steinerschen Fläche characterisirt, kann dadurch ausarten, 
dass zwei seiner Seiten einander unendlich nahe rücken. Wir erhalten dann 
statt des Vierseits eine Doppelgerade „,=0 und zwei einfache Geraden 
+73 =0; zwei der Punktepaare #, 4 vereinigen sich zu einem Punktepaar 
(m=0, m +n7,=0), in welchem die Doppelgerade von den beiden einfachen 
Geraden geschnitten wird; das dritte Punktepaar z, 4 ist ein Punkt der Doppel- 
geraden („,=0, 7=0) und der Schnitt der beiden einfachen Geraden 
(n=0, 3 = 0). 

Das Kegelschnittsystem 

aftefh+afh+taf, = 0 
muss also die Strecke zwischen 
n=09, n+n=0 und n=09, n—n=0, 


sowie die Strecke zwischen 


„or ni und 
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harmonisch theilen. Daher müssen die Kegelschnitte des Systems die Form 


haben 
any+b(m+n)- 2cn%+2dn,n; > 0, 


und man kann die Fläche daher durch die Gleichungen darstellen: 


02 = N; 
(39.) Non. = mt, 
jo =D, 
om, = Inn, 


woraus die Gleichung der Fläche sich in der Form ergiebt: 
3+42,c 42,2 = O0. 

Diese Fläche besitzt im Punkte z,=0, x,=0, x,=0 (in der Abbildung 7,=0, 
m=0 und n,=0, 7,—=0) einen dreifachen Punkt; durch ihn geht eine Doppel- 
linie 3 =0, ,=0 (n=0), längs deren die Fläche sich einem Hyperboloid 
anschliesst, und eine zweite ©, =0, 2,=0 (7,=0), welche die Vereinigung 
zweier unendlich naher Doppellinien ist, und längs deren die Fläche von der 
Ebene x, =0 berührt wird. Jede Ebene schneidet also diese Fläche in einer 
Curve vierter Ordnung. welche bei 2,=0, x,=0 einen Doppelpunkt hat, 
und von welcher zwei Zweige bei #,=0,. x,=0 einander berühren. Eine 
Tangentenebene schneidet also in zwei Kegelschnitten, welche sich berühren, 
und der Berührungspunkt liegt auf &,=0, z,=0. Die Gerade &,=0, 2,—=0 
absorbirt zugleich zwei der Kegelschnitte, längs deren die Fläche von einer 
Ebene berührt werden kann, so dass nur noch zwei dieser Kegelschnitte übrig 
bleiben, welche sich als die Geraden , = 0, 7,=0 abbilden. 

Die Curven der Haupttangenten bilden sich hier wie im allgemeinen 
Falle als Kegelschnitte ab, welche vier gemeinsame Tangenten besitzen. Aber 
von diesen sind zwei in die Gerade 7,=0 zusammengefallen, auf welcher 
der Punkt ,=0, m=0 als Schnittpunkt der beiden zusammengefallenen 
Geraden anzusehen ist. Daher müssen die Kegelschnitte, welche die Bilder 
jener Curven werden, hier sämmtlich durch diesen Punkt gehen und in ihm 
die Gerade 7, = 0 zur Tangente haben, während sie ausserdem die Geraden 
7»+n,=0 ebenfalls zu Tangenten haben. In der That erhält man aus der 
oben gegebenen allgemeinen Formel für diese Curven in Liniencoordinaten die 


Gleichung 


Zum te —uw) = (0, 
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in welcher ce eine willkürliche Constante ist, und an welcher diese Eigen- 
schaften sich leicht nachweisen lassen. Dieselbe liefert in Punktcoordinaten das 
System 

em—-2en tn = 0. 
Indem man aus dieser Gleichung 7, durch n, und 7), ausdrückt. und den er- 
haltenen Ausdruck in die Gleichungen (39.) einführt, findet man die Glei- 
chungen des Systems von Raumcurven vierter Ordnung: 


o2, = Acni, 
Eis 7,.2,2 2.2 ı „22 
om = Acnmt+lemtm); 
En en 
02, = Senn, 


0%, = Acnn(em+tn). 
Diese Curven berühren sämmtlich die beiden Kegelschnitte, längs deren die 


Fläche von einer Ebene berührt wird; sie berühren ausserdem die Gerade 
2% =0. 2, =0 in dem dreifachen Punkt der Fläche dreipunktlig. 


$. 7. 
Windschiefe Fläche dritter Ordnung. 

Fallen von den Seiten des Vierseits nicht nur zwei in eine Gerade 
r,=0, sondern auch noch die beiden anderen in eine Gerade ,—=0 zu- 
sammen, so vereinigen sich zwei Punktepaare <, A im Schnittpunkte dieser 
Geraden, das dritte Paar besteht aus einem Punkte von 7,= 0 und aus einem 
Punkte von „a =0; die Verbindungslinie beider sei 7,=0. Die Kegelschnitte 
des Systems 

af takt fh-+ af, = 0, 
welche die drei Strecken #4 harmonisch theilen sollten, müssen jetzt die 
dritte Strecke ebenfalls noch harmonisch theilen; die harmonische Theilung 
der anderen beiden aber verwandelt sich in die Bedingung, dass alle Kegel- 
schnitte des Systems durch den Punkt „,=0, 7,=0 hindurchgehen. Die 


Kegelschnitte des Systems sind also durch die Formel gegeben: 
amtamt+ra NN + Ran = 0, 


oder man kann setzen: 


08% = Tı> 
) Ta = N5 
(40.) ı° rn 
‘ 
0% = Mn, 


02, = 255 
Journal für Mathematik Bd. LXVII. Heft 1. 
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woraus als Gleichung der Fläche hervorgeht: 
m —- 0% = (0. 
Man hat also eine windschiefe Fläche dritter Ordnung vor sich, deren einfache 
Leitlinie (x, =0, &,=0) durch den Punkt „,=0, 7, =0 abgebildet ist; ihre 
Doppellinie (,;,=0, z,=0) ist durch die Gerade ,=0 in der Weise ab- 
gebildet, dass je zwei zu den Schnittpunkten mit 7,=0 und 7, =0 harmo- 
nische Punkte denselben Punkt der Doppellinie repräsentiren. Die Paare von 
Erzeugenden endlich, welche von den verschiedenen Punkten der Doppel- 
linie ausgehen, bilden sich als die Involution der Strahlen ab, welche n, =. 
7» =0 mit den auf 7,—=0 angegebenen Punktepaaren verbinden. 
Haben wir in der Ebene eine Curve g=0 gegeben, deren Ordnung 

» ist, welche den Punkt ,=0, 7,=0 zum «fachen Punkt besitzt und ausser- 
dem d Doppeipunkte und r Rückkehrpunkte hat, so entspricht dieselbe einer 
Raumcurve, für welche (vgl. $. 3): 

N = Rn—ao, 

\n — n(n+1)-2d—-Ir—a(a+1), 

140%). K = 3n(n—1)—6d—8r— 3a‘, 
A = 6n(n—1) — 12d — 15r —2a (3a —1), 


# » gR.n- l 


| 5 —na+e(a+1)—e. 


In der letzten Zahl bedeutet & die Anzahl der Schniltpunktpaare von = 0 
mit 7,=0, welche mit den Punkten „,=0, 3=0 und ,=0, ,=0 har- 
monisch liegen und sich also auf der Raumeurve zu einem wirklichen Doppel- 
punkte vereinigen. 

Die Curven der Haupttangenten zerfallen in die Schaar der Erzeugenden 
selbst, und in eine Schaar von Curven, welche in der Abbildung als Kegel- 
schnitte die Seiten des Vierseils berühren, d. h. deren Bilder durch die Punkte 
,=0. , =0 und ,„=0, 7,=0 gehen, und in diesen Punkten beziehungs- 
weise die Geraden „=0 und ,=0 zu Tangenten haben. Die Gleichung 
des Systems ist daher: 

Nm = cn. 
Auf der Fläche werden dies Raumeurven vierter Ordnung und zweiter Species. 
welche durch die Cuspidalpunkte der Doppellinie gehen, und in ihnen die 
betreffenden Erzeugenden berühren. 

Es entsteht endlich der von Herrn Cayley bemerkte besondere Fall 
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der windschiefen Fläche dritter Ordnung, wenn die beiden Doppelstrahlen 
der Involution der abgebildeten Erzeugenden einander unendlich nahe rücken. 
Dieser ergiebt sich aus der directen Behandlung der Fläche dritter Ordnung 
auf folgende Weise. 


schnitten. welche durch denselben Punkt ,=0. 7»=0 gehen. so dass 


l 


also etwa: 


2; 2 5 ) 2 v MM. 
fi = kum+t 20a N. +02 m+ Ra; NNns+ 20a mn3. 
B- Dr u > u: rn ’ ı aD 
f = Pam + rPeamNn+Pam+ 2PiaNıns Damm. 
4 — ‚2 ı | 2 _| WW ) I 9, 
= Yu Hı +Ryı: Na Tr Ya N.T 2 13 Nı9s +2) 233 NaN;» 


fı = mt + term t+ RI N + 20 NMNs3- 
Unter der Kegelschnittschaar 
af takt htafı = 0 
giebt es solche, die aus einer doppelt gerechneten Geraden bestehen. Für 
diese muss die linke Seite der obigen Gleichung in 
(Pını + P: 2)" 


übergehen. man muss also haben: 


A 2 | \ 2 ? 
a0 tr Put dsYutr 4,0, = Pı» 
h) En ” ı Br 4... 
a,0a rihPıaTrAd;) »+0,0n = PıP:» 
a Iat+mPßa+ 4 Yan +0,0y Bir: p:: 
1 ) | Ars | — 
Ad, &3 ra Pı3 Tr 4;) „t403 = 0, 
4,03 +% Pa + Ya + a403 =. 
. i ’ . ss i ; ’ 
Es ergiebt sich hieraus für 2 die quadratische Gleichung: 
2 


% Pu Yu di, Pı 

Ga P nr Ja Oi Pı Par 

(41 J 02 Pa Y2 On pP: = 0, 
O3 Pı3 Yı O5 0 | 
Oyz Pas Y23 O3 0 | 





oder, wenn man die Unterdeterminanten nach der letzten Verticalreihe durch 
Au» 2An- -.. 2A; bezeichnet, die Gleichung 


(42.) Aupi+2ARPpıp: + AP: = VÖ. 


Ausser den hierdurch gegebenen beiden ausgezeichneten Geraden kann 


man noch folgendermassen eine dritte aufstellen. Wenn man nur die Bedin- 
3# 
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gung aufstellt, dass ein Kegelschnitt des Systems in zwei Gerade zerfallen 
soll, von denen eine nothwendig durch den Punkt 7, =0, 7 =0 gehen muss, 
so erhält man dieselben, indem man identisch 


af tm ++ af, = (HMm+g9n)(r, NTtr2m +13n3) 
setzt, aus den Gleichungen: 
a0 tm Put Yu taz — dıFfı, 
an +mPat+mYa+ a0): = 3 (Aır+ gerı)» 
da 4,92 + Ayya: +4,0, = VBIRE) 
a, 3 a, Bst Yı5+ 4,0, = 3 Pı?3, 
A, 23 + a, 923 + 43 Y23+ 4,02 = 3Qr; 
oder, indem man die a eliminirt, aus der einen Gleichung: 
gı Auri+ Aur2 + Ast; )+ Q2(Asırı + Aura + Assr;) — (0). 
Der zu einer gegebenen Geraden r gehörige Strahl des Büschels +47, = 0 
ist daher im Allgemeinen eindeutig bestimmt. Aber er wird unbestimmt, wenn 
die r aus den Gleichungen bestimmt werden: 
Aurit+ Auer + Asr; = 0, 
Ayuri + Aar2 + Asrz = 0, 
welche im Allgemeinen die Lage der Geraden r vollständig bestimmen. Mit 
dieser Geraden bildet jede Gerade des Büschels 7,+4n, = 0 einen Kegelschnitt 


des Systems. 

Legt man die aus (42.) bestimmten Geraden als Gerade ,=0 und 
»=0, so wie die aus (43.) bestimmte als ,=0 zu Grunde, so kann man 
als Fundamentalkegelschnitte des Systems die Kegelschnitte 

1=0, m, NN = 0. = 0 
ansehen, und kommt damit für die Darstellung einer durch die Gleichungen 
os, =f; (i=1,2,3, 4) 
segebenen Fläche auf die Gleichungen (40.). 
Der oben erwähnte Ausnahmefall tritt ein, wenn die Gleichung (41.) 
gleiche Wurzeln hat. Dann ist zugleich 
Aupı+t Asp: en 0, 
ARnpıt AnRrpz = 0; 
und die Gleichungen (43.) liefern also 
r,=(, n:n=Ppı:Ppr: 
Die drei im Vorigen bevorzugten Geraden fallen also in eine zusammen. 


(43.) 
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Fu) 


Denken wir uns diese eine Gerade zur Axe n7,—=0 gewählt, und zu- 
gleich das Tetraeder der x so verändert, dass eine der Functionen f in 


übergeht, während die übrigen den Term 7, nicht mehr enthalten. Man hat 
dann für die so modificirten Functionen 


= en u £4 ee co M 
2, = 1, pl. 0; = = Pu = Yı > Oi =V; 


die Gleichung (41.) geht über in 





Pa Yı Ö: PıP: 
0 — [ 929 2 d, 5 p 

Pi 70 Ö\, i 0 

Pas Y» d, 0 


Diese Gleichung hat nur dann, wie es hier eintreten soll, zwei gleiche Wur- 
zeln, wenn 


m 


m 


m 
n 7 


Pas 723 O3 

Diese Gleichung sagt aus, dass man aus den Functionen f;. f,. f; die Term« 
72» NıNs, 927, gleichzeitig fortschaffen kann; es giebt also eine Combination. 
welche nur den Term n,77, enthält, und wir setzen demnach f, = 2n,7,., und 
wählen für £%, f; solehe Combinationen, welche auch diesen Term nicht mehr 
enthalten, so dass nun: 

Pı2 _. , /n”> Oi = Pa = Pı3 = Pas = UV. 
Zwischen den Coeflicienten von f, und f, bleibt dann keine Bedingung mehr 
zu erfüllen. Man kann diese letzten Functionen so einrichten. dass sie je 
einen der Terme 7;, 7,73. 7.7, nicht enthalten; eliminirt man insbesondere 
den Term 7,73, so dass eine Function entsteht, welche „, als Factor enthält. 
und nimmt ihren anderen Factor für n,. so wird eine dritte Function von der 
Form 7,73, und es bleibt endlich für die vierte die Form 7;-+2n,7, übrig. 
Man kann daher die Fläche durch die Formeln darstellen: 


2 
9, = N» 
44.) a = 9,9, 
je = 2, 
ee OR 
‘07T, — m+ nn. 


Die Gleichung der Fläche wird hienach 
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x) —_— 4x, (X, I - 2z, %;) » 


was die Form des Herrn Cayley ist. 
Die Gleichungen der Curven der Haupttangenten entspringen für diese 
Fläche aus der Differentialgleichung 
mn 0 0 dn 
Mm nn 0 Rdndn 
0 nn nn Rdndn 


| 2; 
In m 9 dn-+Rdndn 








Dieselbe zerfällt in den Factor 
dm —nmdn, = 0, 
welcher 7,— cr, = 0, also die Bilder der Erzeugenden liefert, und in den Factor 
7, (md — nd) + m (md —nıdn) = 0, 

welcher durch Integration 

(45.) N+em-Anm = 0 
liefert. Diese Gleichung stellt die Abbildungen der Curven der Haupttangenten 
dar: ein System von Kegelschnitten, welche sich im Schnitt von 7,=0 mit 
7» 0 vierpunktig berühren. Da alle diese Curven durch den Punkt 7, =0, 
»=0 gehen, so ist in die- Formeln (40°) «=1 zu selzen; die Curven der 
Haupttangenten sind also Raumcurven dritter Ordnung. In der That geben 
die Gleichungen (44.) eine solche, wenn man n, aus (45.) durch n,. 7, aus- 
drückt, nämlich: 

Pr, — 2m. 

0% = Ayım, 

0 = m(m+ten); 

0%, = Amt m(m+ en). 
Alle Curven dieses Systems haben im Punkte & =0, 3 =0, x,=0 dieselbe 
Schmiegungsebene x, =0, und dieselbe Tangente ©, =0, ©, = 0, die Doppel- 
linie der Fläche. 


Giessen. den 24. Juli 1866. 











Ueber die geradlinigen Flächen fünften Grades. 
(Von Herrn H. Schwarz.) 


Die vorliegende Abhandlung ist eine weitere Ausführung einer Noliz 
über die geradlinigen Flächen fünften Grades. welche der Verfasser im Juni 
1864 der philosophischen Facultät hiesiger Universität vorgelegt hat. 

Da die geradlinigen Flächen dritten und vierten Grades schon von 
den Herren Cayley, Uremona und Salmon eingehend untersucht worden sind. 
darf sich der Verfasser im Folgenden auf die Betrachtung der geradlinigen 
Flächen des fünften Grades beschränken, ohne auf diejenigen der niederen Grade 
einzugehen. 

Mit Ausnahme der erzeugenden Geraden gehören alle ebenen Curven. 
welche auf derselben irreduciblen geradlinigen Fläche liegen, und die Eigen- 
schaft haben, dass durch jeden ihrer Punkte nur eine Erzeugende geht. in dem 
von Riemann aulgestellten Sinne zu derselben algebraischen Klasse. 

Betrachtet man nämlich irgend zwei einfache ebene Curven auf der- 
selben irredueiblen geradlinigen Fläche, so wird einem jeden Punkte der einen 
Curve durch die Erzeugenden der Fläche ein Punkt der anderen Curve aul 
eindeulige Weise zugeordnel, und es lassen sich daher die Coordinaten eines 
Punktes der einen Curve ralional ausdrücken durch‘ die Coordinaten des ent- 
sprechenden Punktes der anderen Curve und umgekehrt. 

Aus diesem Grunde kann man die geradlinigen Flächen nach der al- 
gebraischen Klasse der auf ihnen liegenden ebenen Curven selbst in Klassen 
eintheilen. (8. d. Verf.: De superficiebus in planum explicabilibus primorum 
septem ordinum, Bd. 64, pag. 2 dieses Journals.) 

Aus der Existenz einer einzigen einfachen geraden Leitlinie auf der 
Fläche, eines einfachen Kegelschnitts, einer einfachen Curve dritlen Grades 
mit Doppelpunkt, oder überhaupt einer einfachen Curve mit der grössten An- 
zahl von Doppelpunkten kann daher der Schluss gezogen werden. dass die 
geradlinige Fläche zur Klasse 9 = gehört. 


Findet sich auf der Fläche eine einfache ebene Curve dritten Grades 


i . a . (n—IN(n—2 
haupt eine einfache ebene Curve »'” Grades mit — 2 —1 Doppel- 


. Mm 


ohne Doppelpunkt, eine Curve vierten Grades mit zwei Doppelpunkten, über- 
> 


‘ 


punkten, so gehört die Fläche zur Klasse o = 1. 
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Enthält die Fläche eine einfache ebene Curve vierten Grades mit nur 
einem Doppelpunkt, so gehört die Fläche zur Klasse o=2. U. s. w. 

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer algebraischen Fläche 
lassen sich als rationale Functionen zweier variablen Parameter s und ? und 
einer algebraischen Function « derselben darstellen. Bei den geradlinigen 
Flächen ist es stets möglich, diese Parameter so zu wählen, dass die Aus- 
drücke der homogenen Coordinaten 

ey: s:w 
eines beliebigen Punktes der Fläche ganze lineare Functionen des einen Para- 
meters s sind, während die algebraische Grösse « nur von dem anderen Pa- 
'ameter £ abhängt. 

Der andere Parameter # kann dann so gewählt werden, dass die Coor- 
dinaten. wenn o=0 ist, in Bezug auf denselben rationale ganze Functionen 
sind; wenn o=1, rational ausgedrückt sind durch # und eine Quadratwurzel 
aus einer ganzen Function dritten oder vierten Grades von f; wenn 0 —2. 
rational ausgedrückt sind durch £ und eine Quadratwurzel aus einer ganzen 
Funetion fünften oder sechsten Grades von f. — Der Fall oe >2 führt auf 
höhere algebraische Irrationalitäten. 

Diese Beziehungen gelten auch umgekehrt, so dass, wenn man für 
r:y:2:w Ausdrücke setzt, die in Bezug auf £ und « rational, in Bezug auf 
s linear und ganz sind, während zwischen £ und eine irredueible algebraische 
Gleichung f(t,«) = 0 besteht, man eine algebraische geradlinige Fläche erhält, 
welche im Allgemeinen zu derselben algebraischen Klasse gehört, zu welcher 
die Gleichung f(t, u) =0 gehört. 

Zur geometrischen Construction der besonderen Fälle der geradlinigen 
Flächen fünften Grades werde ich mich meist der Anschauung bedienen , die 
Flächen entstehen zu lassen als geometrischen Ort der geraden Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte zweier Curven, welche in der Weise auf ein- 
ander bezogen sind, dass jedem Punkte der einen ein Punkt der anderen ent- 
spricht und umgekehrt. 

Für die analytische Darstellung aber ist es mitunter vorzuziehen, aus 
den Ausdrücken z:y:z:w durch Elimination von s zwei in Bezug auf z, y, 
z, w lineare homogene Gleichungen hergeleitet zu denken, in den Coefficienten 
rational in # und x, so dass die Fläche der geometrische Ort der Durchschnitts- 
linien der durch diese Gleichungen dargestellten Ebenen ist. 
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$. 1. 


Allgemeine Untersuchung der verschiedenen möglichen geradlinigen Flächen 
fünften Grades. 


Eine durch eine Erzeugende einer geradlinigen Fläche fünften Grades 
gelegte Ebene hat ausser der Erzeugenden mit der Fläche noch ein ebenes 
Gebilde vierten Grades gemein. 

Von den vier Durchschnittspunkten der Geraden mit diesem Gebilde 
ist nur einer Berührungspunkt der Ebene und der Fläche: die anderen drei 
Durchschnittspunkte sind zugleich Doppelpunkte der Fläche, durch welche daher 
ausser der einen Erzeugenden noch je eine zweite Erzeugende hindurchgeht. 

Jede Erzeugende der Fläche wird also im Allgemeinen von drei an- 
deren Erzeugenden geschnitten. und es giebt daher unendlich viele Ebenen, 
welche durch zwei Erzeugende der Fläche hindurchgehen. 

Die Betrachtung dieser Ebenen bietet den Ausgangspunkt für unsere 
Untersuchung. 

Eine jede Ebene, welche durch zwei erzeugende Gerade einer gerad- 
linigen Fläche fünften Grades hindurchgeht, schneidet ausser den beiden Ge- 
raden noch ein Gebilde dritten Grades aus. Dieses Gebilde kann irredueibel 
sein oder selbst wieder zerfallen. 

Wenn überhaupt der Schnitt einer Ebene und einer irredueiblen gerad- 
linigen Fläche zerfällt. so kann er nur in eine gewisse Anzahl Erzeugende 
und einen irreduciblen Theil von der Beschaffenheit zerfallen, dass durch jeden 
Punkt desselben mindestens eine Erzeugende geht. vorausgesetzt, dass die 
Fläche nicht eine Kegelfläche ist und der Schnitt durch dessen Mittelpunkt ge- 
führt wird. 

Die Kegelflächen schliessen wir von unserer Betrachtung aus. 

Im vorliegenden Falle kann der irreducible Theil sein eine einfache 
oder mehrfache Gerade, durch welche alle Erzeugenden der Fläche hindurch- 
gehen. ein Kegelschnitt oder eine Curve dritten Grades. 

A. Ist der irredueible Theil eine einfache Gerade. ein Kegelschnitt 
oder eine Curve dritten Grades mit einem Doppelpunkt, so gehört die gerad- 
linige Fläche zur ersten Klasse (oe = 0). 

Es ist übrigens zu bemerken, dass auf einer irredueiblen geradlinigen 
Fläche von höherem als dem vierten Grade nur ein einfacher Kegelschnit! 
liegen kann, weil durch zwei einfache Kegelschnitte, welche Punkt für Punkt 
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eindeutig auf einander bezogen sind, stets eine geradlinige Fläche vierten 
Grades bestimmt wird. 

B. Ist der irreducible Theil eine Curve dritten Grades ohne Doppel- 
punkt, so gehört die geradlinige Fläche zur zweiten Klasse (oe =1). 

C. Eine besondere Betrachtung ist nun für den Fall anzustellen, dass 
auf der geradlinigen Fläche fünften Grades eine gerade Leitlinie vorhanden 
ist, welche eine mehrfache Linie der Fläche ist. 

a. Ist die Gerade eine zweifache, so schneidet jede durch dieselbe 
gelegte Ebene aus der Fläche drei Erzeugende aus, weil der Schnitt dieser 
Ebene ausser der zweifachen Leitgeraden keinen irreduciblen Theil mehr ent- 
halten kann. 

Durch jeden Punkt der Doppelgeraden geht nun entweder nur eine von 
ihr selbst verschiedene Erzeugende, und dann gehört die Fläche zur ersten 
Klasse, oder es gehen deren durch jeden Punkt zwei hindurch. 

Im letzteren Falle geht die Ebene dieser beiden Erzeugenden im All- 
gemeinen nicht durch die Doppelgerade hindurch. 

Gesetzt nämlich, dies wäre der Fall, so enthielte jede durch die Doppel- 
gerade gehende Ebene immer zwei Erzeugende, welche sich auf der Doppelge- 
raden schneiden, und eine dritte Erzeugende, welche nicht auch noch durch 
den Schnittpunkt der beiden anderen hindurchgehen kann, weil die Leitgerade 
nur eine zweifache ist. 

Diese dritte Erzeugende schneidet also die Doppelgerade in einem an- 
deren Punkte. Durch denselben muss noch eine zweite Erzeugende der Fläche 
gehen, die aber nicht mehr in der betrachteten Ebene liegen kann. Die Ebene 
der beiden durch den letztgenannten Punkt gehenden Erzeugenden enthält also 
die Doppelgerade nicht. Die Voraussetzung, dass die Ebene der zwei durch 
denselben Punkt der Doppelgeraden gehenden Erzeugenden die Doppelgerade 
stets enthalten könne, ist demnach für den Fall einer irreduciblen Fläche als 
nicht zulässig erwiesen. 

Betrachten wir nun den Schnitt der Ebene, welche die zwei durch den- 
selben Punkt der Doppelgeraden gehenden Erzeugenden enthält, so kann diese 
keine dritte Erzeugende mehr enthalten, weil diese auch durch die Leitgerade 
gehen müsste, welche der Voraussetzung zufolge nur eine doppelte Linie der 
Fläche ist. Diese Ebene schneidet daher aus der Fläche entweder eine irre- 
ducible Curve dritten Grades (s. A. und B.) oder eine dreifache Gerade aus. 

Legt man im letzten Falle, in welchem die Fläche eine zweifache und 
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eine dreifache Leitgerade hat, durch eine Erzeugende der Fläche eine Ebene. 
welche keine der beiden geraden Leitlinien enthält, so schneidet sie ausser 
der Erzeugenden aus der Fläche eine ebene Curve vierten Grades aus. welche 
in dem Punkte, in welchem die Ebene von der dreifachen Geraden geschnitten 
wird, einen Doppelpunkt besitzt. 

Enthält nun die geradlinige Fläche keine doppelte Erzeugende. so hat 
die Curve vierten Grades keinen weiteren Doppelpunkt und gehört demnach 
zur dritten Klasse (o = 2); enthält die Fläche aber eine oder zwei Doppel- 
erzeugende, so gehört sie zur zweiten, beziehlich zur ersten Klasse, weil dann 
die Curve vierten Grades noch einen, beziehlich zwei Doppelpunkte erhält. 

Jede geradlinige Fläche fünften Grades, welche eine doppelte Erzeu- 
sende enthält, die nicht zugleich eine Leitgerade ist, enthält unendlich viele 
ebene Curven dritten Grades. welche von dem Ebenenbüschel ausgeschnitten 
werden, das die Doppelgerade zur Axe hat. 

b. Ist der von einer Ebene. welche zwei Erzeugende enthält. ausge- 
schnittene irredueible Theil eine dreifache Gerade, so können drei Fälle ein- 
treten: durch jeden Punkt derselben gehen entweder nur eine, oder zwei, 
oder drei von der Leitlinie verschiedene Erzeugende hindurch. 

(Geht durch jeden Punkt der Leitlinie nur eine von derselben verschie- 
dene Erzeugende. so gehört die Fläche zur ersten Klasse. 

Gehen durch jeden Punkt derselben zwei von der Leitlinie verschie- 
dene Erzeugende,. und geht die Ebene derselben nicht durch die dreifache 
Gerade, so schneidet diese Ebene aus der Fläche entweder eine irredueible 
Curve dritten Grades aus, — für eine besondere Lage möglicherweise einen 
Kegelschnitt, — oder eine mehrfache, — in diesem Falle doppelte. gerade 
Leitlinie aus. Beide Fälle sind bereits erledigt. 

Geht aber die Ebene der zwei Erzeugenden stets durch die dreifache 
Gerade hindurch. schneiden sich also die beiden von einer beliebigen durch 
die dreifache Gerade gelegten Ebene ausgeschnittenen Erzeugenden stets auf 
der dreifachen Geraden, so giebt es ausser dieser Geraden und möglicherweise 
vorhandenen Doppelerzeugenden keine mehrfache Linie auf der Fläche. 

Legt man in diesem Falle durch eine Erzeugende eine Ebene, so schneidel 
diese noch eine Curve vierten Grades aus. welche an der Stelle, wo die 
Ebene von der dreifachen Geraden geschnitten wird. einen Doppelpunkt be- 


sitzt. Die Fläche gehört also, wenn sie nicht Doppelerzeugende enthält, in 
die dritte Klasse (oe = 2). 


4 * 
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Ist drittens die dreifache Gerade so beschaffen, dass durch jeden Punkt 
derselben drei von ihr verschiedene Erzeugende gehen, so muss eine Ebene 
existiren. welche zwei derselben enthält, ohne die dreifache Gerade zu ent- 
halten; diese Ebene schneidet nun entweder eine irreducible Curve dritten 
Grades aus oder eine mehrfache (zweifache) Gerade, Fälle, die bereits klassi- 
ficirt sind. 

Endlich gehört hierher noch der Fall, dass der ausgeschnittene irre- 
ducible Theil eine dreifache Gerade ist, mit welcher aber die eine Erzeugende 
stets zusammenfällt; die Fläche fünften Grades enthält dann also eine vier- 
fache Gerade. 

Jede Ebene, welche durch eine vierfache Gerade einer Fläche fünften 
Grades gelegt wird, schneidet aus der Fläche nur noch eine Gerade aus. Da- 
her ist jede Fläche fünften Grades mit einer vierfachen Geraden eine gerad- 
linige Fläche und gehört als solche zur ersten Klasse. 

Wir fassen nun die Ergebnisse der Untersuchung dieses Paragraphen 
wie folgt zusammen: 

Eine irredueible geradlinige Fläche fünften Grades, welche keine Kegel- 
fläche ist, ist entweder von der ersten, oder von der zweiten oder von der 
dritten (algebraischen) Klasse. 

Die Flächen der ersten und zweiten Klasse enthalten, mit einer gleich 
anzugebenden Ausnahme, eine unendliche Schaar von Curven dritten Grades, 
und demnach ist eine solche Fläche geometrisch construirbar durch Vermittelung 
zweier Curven dritten Grades, die eindeutig auf einander bezogen werden. 

Hiervon sind ausgenommen und es enthalten keine einzige irredueible 
Curve dritten Grades diejenigen Flächen der ersten Klasse, welche eine ein- 
fache gerade Leitlinie haben, durch deren jeden Punkt nur eine von der Leit- 


linie verschiedene Erzeugende geht. 


8. 2. 


Besondere Betrachtung der geradlinigen Flächen fünften Grades, welche zur ersten 
Riemannschen Klasse gehören, 


Die Gleichungen der beiden Ebenen, durch deren Durchschnitt für je- 
den Werth des Parameters t eine Erzeugende der geradlinigen Fläche be- 
stimmt wird, seien 


E =at"+bt""+..-+pt+qg=0 
E = at"+bt "+... +pit+g = 0 


m 


IV 


N, 
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wobei a, b, ...q, a, b', ... qg homogene lineare Functionen der vier ho- 
mogenen Coordinaten darstellen. 

Die Elimination von £ ergiebt eine homogene Gleichung. welche in Be- 
zug auf a, b, ... qg vom x" Grade, in Bezug auf «‘, b', ... g’ vom m" 


ten 


Grade ist, stellt also eine Fläche vom m-+n'"" Grade dar. 

Wenn die beiden Ausdrücke E und E’ für jeden Werth von f nur 
eine Gerade, also für keinen Werth von ? eine ganze Ebene darstellen. so 
kann die Eliminationsgleichung keinen ausserwesentlichen Factor enthalten. 

Stellen aber E und E’ für einen Werth t=t, dieselbe Ebene dar. so 
geht die Gleichung derselben als ausserwesentlicher Factor in die Eliminations- 
gleichung ein. In diesem Falle denken wir eine Constante k so bestimmt. 
dass E—kE' für t=t, identisch verschwindet, was stets möglich ist. E—kE' 
ist durch ?—t, theilbar, so dass E— kE' = (t—t,) E’. An die Stelle der Ebene 
E=0 setzen wir nun die Ebene E’=0. Hiermit fahren wir so lange fort. 
bis kein Werth von # mehr übrig ist, für den beide Ausdrücke gleichzeitig 
eine ganze Ebene darstellen. 

Die Möglichkeit, dass die Eliminationsgleichung, welche jetzt keinen 
ausserwesentlichen Factor mehr enthalten kann. eine Potenz sei. d. h. dass 
jede Erzeugende durch beide Gleichungen für mehr als einen Werth von / 
dargestellt werde, schliessen wir hier aus, da wir wissen, dass die zu be- 
trachtenden Flächen so dargestellt werden können, dass jeder einfachen Er- 
zeugenden nur ein Werth des Parameters entspricht. 

Soll also die Eliminationsgleichung irreducibel und vom fünften Grade 
sein, so ist m+n gleich 5 zu setzen. Es sind demnach nur die beiden Fälle 


zulässig: 
A Im=4;, E =at+bf+c"+dt+e=0, 
y im=3d: E =af+bP+bit+ad=0, 
(dl. 


'n=2:; E =pf+gt+r=0. 


A. Da der Grad einer geradlinigen Fläche durch reciproke Verwand- 
lung nicht geändert wird, ist es erlaubt, von diesen Ebenengebilden gleich 
zu den entsprechenden Punktgebilden überzugehen. Wir erhalten also fol- 
gende Sätze: 

l. Besteht zwischen den Punkten einer Geraden und den Punkten einer 
Curve vierten Grades, welche zu der rationalen Klasse gehört, ein eindeutiges 
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gegenseitiges Entsprechen, so ist der geometrische Ort der Verbindungslinien 
entsprechender Punkte eine geradlinige Fläche fünften Grades. 

Il’. Derselbe Satz gilt, wenn man gleichzeitig an die Stelle der Geraden 
einen Kegelschnitt und an die Stelle der Curve vierten Grades eine Curve 
dritten Grades setzt. 

Ein solches Entsprechen kann geometrisch in allgemeinster Weise durch 
mannigfaltige Beziehungen, z. B. dadurch hergestellt werden, dass man sich 
den Kegelschnitt und die Raumcurve dritten Grades auf demselben Kegel 
zweiten Grades denkt und die Punkte beider durch die Seiten des Kegels ein- 
deutig einander zuordnet. 

Als Grenzfall ist besonders zu betrachten der Fall. in welchem der 
Kegelschnitt zu einer doppelten Geraden wird. 

II’. Ordnet man den Punkten einer Curve dritten Grades, welche zur 
rationalen Klasse gehört, in der Weise die Punkte einer Geraden zu, dass 
jedem Punkte der ersteren ein Punkt der letzteren, jedem Punkte der letzteren 
aber zwei Punkte der ersteren entsprechen, so ist der geometrische Ort der Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte eine geradlinige Fläche fünften Grades. 

Setzt man im zweiten Falle an die Stelle der Ebene E’ eine Ebene 
E+k(t—t,)E'=0, so gelangt man, dem Vorigen entsprechend, zu dem Satze: 

II. Man erhält eine geradlinige Fläche fünften Grades, wenn man die 
Punkte zweier Curven dritten Grades, welche zur rationalen Klasse gehören, 
eindeutig auf einander bezieht, einen Punkt der einen mit dem ihm entsprechen- 
den Punkte der anderen zusammenfallen lässt und die entsprechenden Punkte 
durch gerade Linien mit einander verbindet. 

Aus den angestellten Betrachtungen geht hervor, dass jede geradlinige 
Fläche fünften Grades, welche zu der rationalen Klasse gehört, durch eine der 
angegebenen Constructionen I. und 11., oder I.. I1’., II’. erhalten werden kann. 

B. Wir wollen uns nun mit der Doppelcurve der betrachteten Flächen 
etwas beschäftigen und darauf (C) einige Fälle, in denen sie reducibel wird, 
näher ins Auge fassen, ohne uns jedoch hierbei ein Erschöpfen des Stoffes 
zum Ziele zu setzen. Die einzelnen Arten der geradlinigen Flächen fünften 
Grades, die sich durch die Betrachtung der Doppelcurve ergeben, bezeichnen 
wir in jeder Klasse der Reihe nach durch beigesetzte römische Ziffern. 

In dem ersten Falle (s. die Gleichungen auf der vorigen Seite) ist 
die Gerade p=0, g=0 eine vierfache Gerade der Fiäche. — (1.) 
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In dem zweiten Falle ist die Gleichung der Fläche 
ab b «od 


ab b d 


| 
| 
| 


Durch theilweise Elimination erhält man die Gleichungen 


eur, 0 
Op gr 





0 
p qr 0 0|=V%. 
0 
0 


(ag— bp) +(ar—bp)t—ap = 0, 
ar + (br—-ap)t+br—ag = 0; 
es lässt sich also die Gleichung der Fläche auch in folgende Form setzen 
| ag— bp ar—bp -—ap | 
| p q Tue 
ar br-ap b’r—a'g| 
Indem man fortfährt, zwischen den beiden soeben erhaltenen Gleichungen, 


welche in Bezug auf £ vom zweiten Grade sind, und der Gleichung E’= 0 
zu eliminiren, erhält man folgende Gleichungen 


yıl+ypı = 0, 
pi+p; Fun 0, 
pt —— 0, 


wenn man die Ausdrücke 
(aq—bp)q— (ar—b'p)p, 
(agq—bp)r+ap? = agr—(br—a'p)p, 
(ar—bp)r+apg = ar— (b’r—a'g)p, 
(br—-ap)r— (b’r—a'g)gq 
der Reihe nach mit %,, %.2, %s. %, bezeichnet. Die Gleichung der Fläche 
erscheint nun unter den Formen 


P—YıY; = d, 
pp —-Pprp = (0, 
pa = 0, 


in welchen sie mit den ausserwesentlichen Factoren p=0, qg=(0, r=0 be- 
haftet ist. 

Aus den identischen Gleichungen 
9 —q4ptPpp = 
rp.—-gprpp = 


o 
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geht hervor, dass die Flächen 9, =0, & =0, %,=0, 9=0 durch dieselbe 
Curve hindurchgehen,. wenn diejenigen reduciblen Theile ihrer Durchschnitte 
ausgeschlossen werden, die in den Ebenen p=0,. q=0, r=0 liegen; ferner 
geht aus denselben, in Verbindung mit den Gleichungen der Fläche, hervor, 
dass diese allen vier Flächen gemeinschaftliche Curve eine Doppelcurve der 
Fläche ist. 

Die Flächen 9% =0 und = 0 haben drei gerade Linien gemein- 


schaftlich: 
p=0, el, 
p=V, a—=h0, 
r—=(, a —(0, 


also ist die Curve, welche sie ausserdem gemeinschaftlich haben, vom sechsten 
Grade; dieselbe hat im Punkte p=0, q9=0,r=0 einen dreifachen Punkt, 
weil durch diesen Punkt, der für die Flächen 9, =0 und 9,=0 ein Doppel- 
punkt, also für deren Durchschnittslinie ein vierfacher Punkt ist, nur eine der 
drei den beiden Flächen gemeinschaftlichen Geraden geht. 

Die Fläche 4’ —gY,9; = 0 wird umhüllt von der Flächenschaar 


pl +2pt+ 9 = 0; 
jede dieser Flächen dritten Grades schneidet die geradlinige Fläche fünften 
Grades in der Doppelcurve sechsten Grades, berührt dieselbe längs einer Er- 
zeugenden und geht ausserdem noch durch eine Erzeugende der Fläche hin- 
durch. Dasselbe gilt für die Flächenschaar 

PE+2pt + = d. 
Jede Erzeugende der Fläche schneidet dreimal die Doppelcurve, also kann 
diese nicht auf einer Fläche zweiten Grades liegen, weil sonst jede Er- 
zeugende der Fläche zugleich Erzeugende der Fläche zweiten Grades sein 
müsste. — Durch jeden Punkt der Curve gehen zwei Erzeugende, von denen 
jede die Curve noch zweimal schneidet: der Kegel fünften Grades, welcher 
die Doppelcurve zur Leitlinie und einen Punkt derselben zum Mittelpunkt hat, 
enthält also zwei doppelte und eine dreifache Erzeugende wegen des drei- 
fachen Punktes; die Curve sechsten Grades gehört also im Allgemeinen zur 
Klasse o = 1. 

Da auch eine vierfache Gerade für eine Doppeleurve sechsten Grades 


zählt, so haben wir den Satz: 
Alle geradlinigen Flächen fünften Grades und erster Klasse haben eine 
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Doppeleurve vom sechsten Grade, welche nothwendig einen dreifachen Punkt 


besitzt. — (1.) 
Derselbe lässt sich wie folgt umkehren: 


Jede irredueible Fläche fünften Grades mit einer Doppelcurve sechsten 
Grades ist eine geradlinige Fläche. 

Die Richtigkeit dieses Satzes ist evident. wenn die Doppeleurve sechsten 
(Grades eine irredueible ist. denn in diesem Falle giebt es, vorausgesetzt. dass 
die Doppeleurve nicht einen vierfachen Punkt hat. unendlich viele gerade 
Linien, welche die Doppelcurve in drei distinelen Punkten schneiden, mit der 
Fläche sechs Punkte gemein haben und daher ganz auf der Fläche liegen 
müssen. 

Der Kegel nämlich, für welchen eine Raumeurve Leitlinie ist. und 
dessen Mittelpunkt ein Punkt der Curve ist, hat für alle Raumeurven von hö- 
herem als dem vierten Grade Doppelkanten. Unter diesen sind, wenn der 
Punkt auf der Curve nicht in singulärer Lage gewählt wird, und die Curve, 
ist sie vom fünften Grade. nicht etwa einen dreifachen Punkt. ist sie vom 
sechsten Grade, nicht etwa einen vierfachen Punkt, ist sie vom »"”" Grade. 
nicht einen (a—2)fachen Punkt besitzt, jedesmal solche enthalten, welche die 
Curve in drei distineten Punkten schneiden. 

Eine Doppeleurve sechsten Grades mit einem vierfachen Punkte kann 
aber eine irreducible Fläche fünften Grades aus dem Grunde nicht haben. weil 
der vierfache Punkt der Doppelcurve zugleich ein vierfacher Punkt der Fläche 
und der Kegel zweiten Grades, auf welchem die Curve liegt, redueibler Theil 
der Fläche sein würde. 

Diese Schlussweise kann nicht ohne Weiteres auf alle Fälle ausge- 
dehnt werden, in denen die Doppelceurve sechsten Grades in Curven niederer 
Grade zerfällt; eine genauere Untersuchung zeigt aber. dass der obige Satz 
auch in diesen Fällen noch richtig bleibt. | 

C. Die Doppelcurve sechsten Grades der geradlinigen Flächen fünften 
Grades und erster Klasse kann nun auf mannigfache Weise zerfallen. 

Einige der hierbei möglichen Fälle wollen wir hier näher betrachten. 

Es sei zunächst auf der Fläche eine dreifache Leitgerade vorhanden. 

Sind p, =0 und q,=0 die Gleichungen zweier durch die dreifache 
Leitgerade gehenden Ebenen, so lässt sich jede andere durch dieselbe gehende 
Ebene durch die Gleichung p,4,+g, = 0 darstellen. 

Eine solche Ebene schneidet aus der Fläche zwei Erzeugende aus, 
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die von der Leitgeraden im Allgemeinen verschieden sind; zu jedem Werthe 
von 4, gehören also zwei Werthe von £,; zu jeder Erzeugenden, also auch 
zu jedem Werthe von £, gehört aber nur eine Ebene, die durch die Leitge- 
rade geht, also auch nur ein Werth von 4,. 

Hieraus folgt, dass A, eine rationale Function zweiten Grades von E#, ist. 

Die zwischen A, und f, bestehende Gleichung kann man durch lineare 
Substitution beider Variabeln auf die Form 

u; 
bringen. Denkt man sich dies ausgeführt, so erhält man als allgemeine Glei- 
chungen einer geradlinigen Fläche fünften Grades mit einer dreifachen Leit- 
geraden 

pÜ+gq =, 
ar+bE+bt+tad = 0; 
ag—bp)t +(bq-ap) =, 
(ag—bp)g+(ap-bg)p = ®. 
Die beiden Ebenen p=0 und g=0 berühren die Fläche jede längs einer 
Geraden. 

[Gehen durch jeden Punkt der dreifachen Geraden nicht drei, sondern 
nur zwei oder nur eine von derselben verschiedene Erzeugende, so ist die 
dreifache Gerade eine besondere Lage der Erzeugenden oder eine Doppel- 
erzeugende der Fläche, und die Gleichung a®+bP+b'tt+a'=0 muss dann 
für einen oder für zwei Werthe von ? eine durch die dreifache Gerade ge- 
hende Ebene darstellen, oder die Form haben: 


(af +bt+c)(t—t)+ep+Pg =. 
(at+b)(t—t,)(t—t)+(ep+Pg)t+ap+Pıg = 0.) 
Ausser der dreifachen Geraden p=0, g=0 enthält die Fläche als 
Doppeleurve die Raumcurve dritten Grades, in welcher sich die Flächen 


aq—bp=0, bg—-ap=0, ad—bb' = 0 


schneiden; dieselbe hat mit der dreifachen Geraden zwei Punkte gemein. — (I1l.) 
Diese Curve dritten Grades kann nun in einen Kegelschnitt und eine 
Gerade oder in drei Gerade zerfallen. 
Damit dieselbe in einen Kegelschnitt und eine Gerade zerfalle, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass die beiden Flächen ag—b’p=0 und bg-ap=0 
ausser der Geraden p=0, g=0 noch eine Gerade der anderen Schaar ge- 
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mein haben; wird diese durch die Ebene pA,-+q=0 ausgeschnitten. so hal 
man die identische Gleichung | 
al, +b" = (bi, +a)+ u, (pAu+gq). 
Unter dieser Voraussetzung ist, ebenfalls identisch, 
ag—b'p = z,(bg—ap)+(a— zb — up) (piu+g). 
und es liegt der beiden Flächen gemeinschaftliche Kegelschnitt in der Ebene 
a—-sb—uwp=s—=V. 
Wir haben dann als Gleichung der Fläche 
[s(puu+g)+z(bg— ap)" g+(bg—-ap)p=d. — (IV. 
Die Gerade pi, +g=0. «@+bi,=0 ist in diesem Falle eine doppelte Erzeu- 
gende der Fläche. 

Haben beide Flächen zweiten Grades ag — bp =0O und bg—ap = vier 
Gerade gemein. zwei von jeder Schaar. so ist diejenige Gerade, welche mil 
p=0. g=0 zu derselben Schaar gehört. eine zweifache Leitlinie. während 
die beiden anderen Doppelerzeugende der Fläche sind. 

Wir erhalten die allgemeine Gleichung dieser Fläche aus der vorigen. 
wenn wir die Bedingung hinzufügen, dass die Ebene s=0 durch zwei Er- 
zeugende der Fläche bg—a’p= 0 hindurchgehen soll. 

Wird die eine derselben ausgeschnitien durch die Ebenen p4,+qg=0. 
a+bi,=0. so hat die Gleichung der Ebene s die Form 


fi 


s = a(pkıı+g)+P(a+bi,), 


und diese Ebene schneidet die Fläche noch in der Geraden 
s=0, a(pu+g)+P(a+bi)=r=0 


Dann ist identisch 

L ip == 2 s(pAo+g)—r(pA+g)] 

> kun) Kam Ba) ISs\PurTr4Q, r\pkı T9))- 
Schreibt man nun p’ für p4u,+g, q für pA,+g, so erhält die allgemeine Glei- 
chung der Fläche die Form: 


(ups -vg’r)’g+ (uwp's—v'gr)p =. 
worin &, v, u, v' willkürliche Constanten bezeichnen: p=0. qg= 0 ist die 
dreifache, r=0. s=0O die zweifache gerade Leitlinie, p =0. r=0 und g=0, 
s—=0 sind Doppelerzeugende der Fläche. — (V.) 
Die beiden Flächen zweiten Grades können sich auch längs der Ge- 
raden p=0, g=0 berühren, dann ist in dem Ausdrucke für s die Constante 
F ig 
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7 gleich Null zu setzen, und wir erhalten als allgemeine Form der Gleichung 
der Fläche 
(z,(bg -ap)+epg)g+(bg-ap)p=d. 

Dann enthält die Fläche neben der dreilachen geraden Leitlinie eine überall 
unendlich nahe zweifache gerade Leitlinie und ausserdem zwei in den Ebenen 
p=0 und J=0 liegende doppelte Erzeugende. Das Hyperboloid bg—a'p =V 
berührt die Fläche längs der Geraden p=0V. 9=0 und schneidet diese als 
fünffache Gerade aus. 

Entwickelt man die obige Gleichung, so wird für jeden Punkt in der 
Nähe der Geraden p=0, qg=0 nur das Glied 

(p+zg)\bg— ap) 
unendlich klein von der dritten Ordnung. Die Ebene p+z,q=0 ist eine 
Tangentialebene der Fläche längs dieser Geraden; dieselbe schneidet aus der 
Fläche diese Gerade vierfach aus. 

Die beiden anderen Tangentialebenen der Fläche in jedem Punkte dieser 
Geraden fallen jedesmal mit der Tangentialebene der Fläche by —a'p = 0 
zusammen. 

Man kann daher sagen, dass die betrachtete Fläche längs der Geraden 
p=0, qg=0 des Hyperboloids dyg—a'p=O sich selbst berühre. 

Jede durch die Gerade p=0, g=0 gelegte Ebene schneidet aus der 
Fläche zwei sich auf der Leitgeraden schneidende Erzeugende aus. Denkt 
man sich einen Theil der Fläche durch stetige Veränderung der einen dieser 
Geraden, einen zweiten durch stetige Veränderung der zweiten Geraden er- 
zeugt, so berühren sich beide Theile, und es rechtfertigt sich die gebrauchte 
Bezeichnung Selbstberährung für diese Singularität der Fläche. — 

Die hier betrachtete Singularität ist dieselbe, welche Herr Cayley in 
seinem Second Memoir on Skew Surfaces otherwise Scrolls, Phil. Trans. vol. 154, 
(1865) pp. 559 — 577 als line twofold bezeichnet. 

Auf einen allgemeineren Fall als den betrachteten, der sich von ihm 
durch Wegfall der beiden Doppelerzeugenden unterscheidet, werden wir in 


$. 4 zurückkommen. 
| Wir betrachten nun den Fall, in welchem die geradlinige Fläche 
fünften Grades eine doppelte Leitgerade hat. 

Durch eine Ueberlegung, welche der im vorigen Falle der dreifachen 
Leitgeraden durchgeführten ganz analog ist, zeigt man, dass man aus dem 
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allgemeinen Falle den vorliegenden erhält, wenn man festsetzt, dass die Ebenen 
a=0, b=0,. b'=0, a =O durch dieselbe Gerade gehen. 

Die Doppelceurve, welche die Fläche ausser der doppelten Leitgeraden 
hat, ist vom fünften Grade; dieselbe hat, ebenso wie im allgemeinen Falle 
die Doppelcurve sechsten Grades, einen dreifachen Punkt und liegt daher auf 
einem Kegel zweiten Grades, dessen Mittelpunkt dieser dreifache Punkt ist. 
In Folge dessen gehört sie zur rationalen Klasse und hat demnach ausser dem 
dreifachen Punkte noch drei scheinbare Doppelpunkte. Mit der doppelten 
Leitgeraden hat dieselbe zwei Punkte gemein. Umgekehrt ist jede Raumeurve 
fünften Grades mit den genannten Eigenschaften im Verein mit einer dieselbe 
zweimal schneidenden Geraden Doppelcurve einer geradlinigen Fläche fünften 
Grades. — (VI) 

|Von jedem Punkte der Geraden gehen nämlich zwei von der Geraden 
verschiedene die Curve fünften Grades zweimal schneidende Strahlen aus, und 
in jeder durch die Leitgerade gelegten Ebene liegen drei derselben. 

Die Curve fünften Grades kann nun dadurch zerfallen, dass eine dop- 
pelte Erzeugende auftritt. Diese Doppelgerade muss, weil sie auf dem Kegel 
zweiten Grades liegt, durch den dreifachen Punkt hindurchgehen; der Rest 
der Doppelcurve ist eine Curve vierten Grades mit einem Doppelpunkt, welche 
von der doppelten Leitgeraden in einem Punkte geschnitten wird. Umgekehr! 
ist auch eine Raumcurve vierten Grades mit einem Doppelpunkte im Verein 
mit einer Geraden, von der sie einmal geschnitten wird, Doppelceurve einer 
seradlinigen Fläche fünften Grades, welche ausserdem eine doppelte Erzeu- 
gende enthält. — (VII.) 

Wir nehmen nun an, die Doppeleurve sechsten Grades zerfalle, ohne 
dass sich Leitgerade unter den Theilen befinden. 

In zwei Curven dritten Grades kann die Doppeleurve sechsten Grades 
aus dem Grunde nicht zerfallen, weil die eine derselben von jeder Erzeugen- 
den zweimal geschnitten werden müsste. Diese Bestimmung würde die andere 
Raumecurve einfach lassen. 

Wir nehmen also an, die geradlinige Fläche habe einen doppelten Kegel- 
schnitt; der Rest der Doppeleurve ist eine Curve vierten Grades und zwar mit 
einem Doppelpunkte, durch welchen der doppelte Kegelschnitt hindurchgeht. 
Ausserdem hat der Kegelschnitt noch zwei Punkte mit der Raumcurve vierten 
Grades gemein. — (VIII.) 

Dies folgt daraus, dass die Doppelcurve einen dreifachen Punkt haben 
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muss und daraus, dass die Ebene des doppelten Kegelschnitts, welche aus der 
Fläche nur noch eine Erzeugende ausschneidet, keinen mehrfachen Punkt ent- 
halten kann, der nicht auf dem Kegelschnitt selbst liegt. 

Die genannten Bedingungen sind auch dafür hinreichend, dass ein Kegel- 
schnitt mit einer Raumceurve vierten Grades mit Doppelpunkt Doppelcurve einer 
geradlinigen Fläche fünften Grades sei. 

Da wir vorausgesetzt hatlen, dass die Fläche keine mehrfache gerade 
Leitlinie enthalte, enthält sie entweder eine einfache gerade Leitlinie oder 
einen einfachen Leitkegelschnitt. 

Im ersteren Falle lassen sich die Gleichungen der Erzeugenden, wenn 
wir zu den reciproken Gebilden übergehen, auf die Form 

a+bl+ce = (0, 
pt+q = 
bringen. 

Betrachtet man nun die einfache Leitgerade und die Doppelcurve vierten 
Grades als Leitlinien für einen Strahl, welcher die Leitgerade einmal und die 
Curve vierten Grades zweimal schneidet, so überzeugt man sich, dass ausser 
der geradlinigen Fläche fünften Grades noch eine geradlinige Fläche bestimmt 
wird, da die Curve vierten Grades zwei scheinbare Doppelpunkte hat und 
demnach von jedem Punkte der Leitgeraden zwei Strahlen ausgehen. 

Eine Gerade und eine Curve vierten Grades mit zwei scheinbaren 
Doppelpunkten bestimmen auf diese Weise im Allgemeinen eine geradlinige 
Fläche achten Grades: denn jede durch die Gerade gelegte Ebene schneidet 
vier Doppelpunkte aus, entsprechend sechs Geraden, und die Gerade selbst ist 
eine doppelte. 

Liegen auf einer geradlinigen Fläche fünften Grades eine einfache Leit- 
gerade und eine Doppelcurve vierten Grades, so geht durch diese beiden Linien 
noch eine geradlinige Fläche dritten Grades, von der jede Erzeugende die Leit- 
gerade einmal und die Doppeleurve vierten Grades zweimal schneidet. 

Wir erhalten auch umgekehrt den Satz: 


Die einfache Leitgerade einer geradlinigen Fläche dritten Grades be- 
stimmt mit jeder Curve vierten Grades mit zwei scheinbaren Doppelpunkten, 
die auf der Fläche liegt, ausser der geradlinigen Fläche dritten Grades im Allge- 
meinen noch eine geradlinige Fläche fünften Grades mit doppeltem Kegelschnitt. 

Man kann bekanntlich auf jeder geradlinigen Fläche dritten Grades 
beliebig viele solche Curven vierten Grades erhalten, welche alle einen Dop- 
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pelpunkt haben, indem man durch einen Kegelschnitt der Fläche, oder durch 
zwei auf der Doppelgeraden sich schneidende Erzeugende eine Fläche zweiten 
Grades legt; diese schneidet eine Curve der verlangten Beschaffenheit aus. 

Umgekehrt kann man durch jede Raumeurve vierten Grades mit einem 
Doppelpunkt beliebig viele geradlinige Flächen dritten Grades legen. Durch 
den Doppelpunkt ziehe man eine Gerade, so ist der geometrische Ort der 
Strahlen, welche die Gerade einmal und die Curve zweimal schneiden, eine 
geradlinige Fläche dritten Grades. 

Ganz analog kann man verfahren, indem man zwei Kegelschnilte, die 
sich in zwei Punkten schneiden, an die Stelle der Curve vierten Grades setzt. 

Die einfache Leitgerade der geradlinigen Fläche dritten Grades, die 
man erhält, bestimmt mit den beiden Kegelschnitten ausser dieser Fläche dritten 
Grades noch eine geradlinige Fläche fünften Grades, welche neben diesen bei- 
den Doppelkegelschnitten noch einen dritten Doppelkegelschnitt besitzt. — (IX.) 

Wir gehen nun zur Betrachtung des anderen Falles über, in welchem 
die geradlinige Fläche einen einfachen Leitkegelschnitt und einen Doppel- 
kegelschnitt besitzt. Drücken wir die Coordinaten beider Kegelschnitte ra- 
tional durch je einen Parameter, und s aus, so lassen sich dieselben stets 
so wählen, dass die zwischen ihnen bestehende Gleichung die Form s = f’ hat. 

Gehen wir zu den reciproken Gebilden über, so erhalten wir als Glei- 
chungen der Erzeugenden 

a +bt+e = Id, 

pe+gt-+r = 0; 
die Ebenen, welche durch diese Gleichungen dargestellt werden, umhüllen die 
Kegel b)’—4ace=0 und g —Apr =. 

Damit durch die beiden Gleichungen eine geradlinige Fläche fünften 
Grades bestimmt werde. ist erforderlich, dass für einen bestimmten Werth 
t=t, die beiden Kegel eine gemeinsame Tangentialebene haben, — oder 
dass ein Punkt des einen Kegelschnitts mit seinem entsprechenden Punkte im 
anderen Kegelschnitte zusammenfalle. Wir setzen also voraus, dass identisch 
die Gleichung stattfinde 

ah +bi +c = phh+glu+tr. 
Dann erhält man als gleichbedeutend mit den obigen Gleichungen die folgenden: 
E=ja(f+b)+b-p]lit+4)—-g=0. 
E =pt+gt+r=0, 
at +bP+c=Elt—t)+E. 
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Betrachtet man nun den Durchschnitt der Fläche mit der Ebene g=0, so er- 


giebt sich 
a’ +ab+b—p =, 


pe-+r =,0; 
d. h. die Erzeugende, welche dem Werthe = t, entspricht, geht durch den- 
selben Punkt der Ebene g=0, durch welchen die dem Werthe t= —t, ent- 


sprechende Erzeugende geht; der von der Ebene g=0 ausgeschnittene Kegelschnitt 
g=0,. plah+b—-p)-ar=V, 
oder, wenn £, nicht gleich Null, 


a4 bp = BL, 


g=0. pr—-pe-art, = 0, 
ist also ein Doppelkegelschnitt der Fläche. 

Weil nun diese Fläche ebenso wie ihre reciproke einen Doppelkegel- 
schnitt enthält und ebenso allgemein ist, ist es nicht nöthig zu der reciproken 
zurückzukehren; wir bleiben also gleich bei dieser stehen. 

Die obige Formel zeigt, dass die Ebene g=0 die Erzeugende aus- 
schneidet, welche sich für +4,=0, t=—t, ergiebt: 

g=0, ph—-gh+r=t0, 

q=0, phtr=0. 
Die Doppelcurve vierten Grades ergiebt sich als Durchschnitt der beiden Kegel 

p—a(pt, -gu+r) = 0, 

r — c(pb—gu-+r) = 0, 
deren gemeinschaftliche Tangentialebene pt,— gt,+r = 0 ist, welche, wie ge- 
zeigt, die von der Ebene des doppelten Kegelschnitts ausgeschnittene Erzeu- 
gende enthält. Weil die beiden Kegel eine gemeinschaftliche Tangentialebene 
haben, so folgt, dass ihr Durchschnitt wirklich einen Doppelpunkt hat, wie 
wir schon vorher geschlossen. 

Dass der Doppelkegelschnitt 

q=0, pr—pe-art,—= 0 


die Doppeleurve vierten Grades ausser in dem Doppelpunkte derselben p = 0, 
q=0, r=0 noch in zwei ferneren Punkten schneidet, zeigt man analytisch 


wie folgt. 
Setzt man in den Gleichungen der beiden Kegel qg=(0, so ist 
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(p—-atl)-ar = 0: RAR Ri 
] J ) r p “= at? “ 
see ae FE 


Hieraus 

a r—c 

PER” 27% pr—pc—-arl, =V. 

Der Fall ,=0, auf welchen wir uns den Fall 4, = x zurückeeführt denken. 
erheischt eine besondere Betrachtung. indem dann die Gleichung des zweiten 
Kegels identisch erfüllt ist. Setzt man jedoch für e seinen Werth 

ce = r+gbh+(p—-b)b—al,, 
so erhält die Gleichung des Kegels den identischen Factor f;: lässt man diesen 
fort. so ergiebt sich eine Gleichung. welche auch für 4,=0 einen bestimmten 
Sinn behält und dann in g —2rp-+-rb= 0 übergeht. 

Aus dem zweiten Kegel ergiebt sich für g=0, b—-2p =0. Diese 
Ebene schneidet die Ebene g= OÖ in einer Geraden, deren Durchschnittspunkte 
mit dem Kegel p —ar auf dem Kegelschnitte g= 0, p(b—p)—ar =O liegen. 

Es entsteht nun die Frage, welche Ebene schneidet aus der Fläche 
den einfachen Kegelschnitt aus? 

Der dreifache Punkt der betrachteten geradlinigen Fläche ist ein Punkt 
des doppelten Kegelschnitts, und zwar liegt derselbe auf der von der Ebene des 
doppelten Kegelschnitts aus der Fläche ausgeschnittenen Geraden: also ist 
die dreifache Tangentialebene der Fläche eine Tangentialebene des umschrie- 
benen doppelt berührenden Kegels b’—4ae=0 und enthält die durch dessen 
Mittelpunkt gehende Erzeugende der Fläche. 

Hiernach erhält man folgende Construction der dreifach berührenden 
Ebene: vom Mittelpunkte «= 0, b=0, e=0 des doppelt berührenden Kegels 
b’—4ac—=0 lege man an den einfach berührenden Kegel y —Apr = 0 die 
beiden Tangentialebenen. Die eine derselben, pfy+g4,+r=0, ist beiden Kegeln 
gemeinschaftlich. Der anderen entspricht eine bestimmte Tangentialebene des 
Kegels b’--dac=0, welche aus derselben eine durch den Punkt «=0, b=0, 
e=(0 gehende Erzeugende ausschneidet. Die zweite durch diese Erzeugende 
gehende Tangentialebene des Kegels b’—4ac=0 ist die dreifach berührende 
Ebene der Fläche, welche aus derselben drei Erzeugende und einen einfachen 
Kegelschnitt ausschneidet. 

Da im allgemeinen Falle der einfache Kegelschnitt mit der Doppelcurve 
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sechsten Grades drei Punkte gemein hat und derselbe im vorliegenden Falle 
mit dem Doppelkegelschnitt einen Punkt gemein hat, so hat derselbe mit der 
Doppelcurve vierten Grades zwei Punkte gemein. 

Ein Kegelschnitt, welcher mit einer Raumeurve vierten Grades mit zwei 
scheinbaren Doppelpunkten zwei Punkte gemein hat, bestimmt mit derselben 
im Allgemeinen eine geradlinige Fläche zehnten Grades. 

Wir erhalten also den Satz: 

Liegen auf einer geradlinigen Fläche fünften Grades ein einfacher Kegel- 
schnitt und eine Doppeleurve vierten Grades, so geht durch diese beiden Linien 
noch eine zweite geradlinige Fläche fünften Grades hindurch, von der jede 
Erzeugende den Kegelschnitt einmal und die Doppelcurve vierten Grades zwei- 
mal schneidet. 

Zu den geradlinigen Flächen fünften Grades, welche einen doppelten 
Kegelschnitt und eine Doppeleurve vierten Grades besitzen, gehören auch die 
abwickelbaren Flächen fünften Grades. 

[Die Doppeleurve der abwickelbaren Flächen muss jedesmal zerfallen 
in die Rückkehrkante und eine eigentliche Doppelcurve; die letztere fehlt nur 
bei den abwickelbaren Flächen vierten Grades. Da auf einer abwickelbaren 
Fläche überhaupt eine Leitgerade nicht vorhanden sein kann, so müssen die 
abwickelbaren Flächen fünften Grades sich unter denen befinden. bei welchen 
ein Kegelschnitt redueibler Theil der Doppelcurve ist.] 

In Betreff der abwickelbaren Flächen fünfter Ordnung sei es gestaltet, 
auf die schon genannte Arbeit des Verf. zu verweisen, wo auch die Literatur 
über dieselben möglichst vollständig angegeben ist. 

Wir benutzen die abwickelbaren Flächen, um den letztgenannten Satz 
an einem Beispiele zu erläutern, und stellen zu diesem Zwecke vorher einige 
auf dieselben bezüglichen Gleichungen zusammen. 

Gleichung der umhüllenden Ebene: 


at +AbP+6c + e—=d. 
Jede Erzeugende liegt ferner auf den Ebenen: 
at +3bt +3c = 


bP-+3cl+ e = 
at’ — be —I3e =. 


» 


Die Rückkehrkante ist Durchschnitt der Kegel 
ae+3c—=0, 36—Aac—=Vd. 
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Doppelter Kegelschnitt b=0. ae — Ice —=O. 
sinfacher Kegelschnitt e=0, Jac—rb’—= 0. 


Gleichung der abwickelbaren Fläche: 
a (ae +3c’)’ — 6e(ae+3c’) (3b’— Aac) —3e(3b’—4ac)’ — 0. 
Durch einen Punkt des einfachen Kegelschnitts a: b:e:e=6:—3t:f:0 leven 
wir eine durch die Doppeleurve vierten Grades gehende Fläche zweiten Grades 
(ae+3c)—E(3b’—Aac) = O0. 
Die Tangentialebene derselben in dem betrachteten Punkte ist 

2at-+ 9b + 15c! +3e = O0. 
Dieselbe schneidet aus der Fläche zweiten Grades zwei Gerade aus, welche 
beziehlich in den Ebenen af’+3bt+3ce=0 und 2af-+-3bt—3e—= 0 lieven. 

Jede dieser beiden Geraden schneidet den einfachen Kegelschnitt ein- 
mal und die Doppelcurve vierten Grades in zwei unendlich nahen oder ge- 
trennten Punkten. Die erste Gerade gehört der abwickelbaren Fläche an. die 
„weite aber erzeugt die geradlinige Fläche fünften Grades 

2a -+IbP-+1dc+3e = 0. 
2a’ +3bt — 3c 8 
dat" — 24c —3e = (0, 
2br+ 6cd+e—=0. 
Die Ebene b=0O schneidet den doppelten Kegelschnitt der Fläche aus b=0. 
ae+9c'—=0. Die Gleichung der geradlinigen Fläche ist 

4a(ae+3c')'— 24c(ae+3c’)(3b’— 4ac)— 3e(3b’—A4ac)' = 0. 

Die Doppelceurve vierten Grades der betrachteten Flächen kann nun 
selbst wieder in zwei Kegelschnitte zerfallen, so dass dann die geradlinige 
Fläche fünften Grades drei doppelte Kegelschnitte besitzt. 

Die Bedingung hierfür stellen wir folgendermassen auf. 

Zwischen den sechs Ausdrücken a, b, c, p, q, r besteht der Voraus- 
setzung zufolge die eine identische Relation 

ats +bt,+c = phtglu+r; 
weil es aber bloss vier homogene, von einander unabhängige Coordinaten giebt. 
so giebt es zwischen diesen sechs Ausdrücken noch eine solche identische 
Relation, welche wir gleich in die Form 
@a—y’c = pH+tug-+rvr 
setzen können. 
6 x 
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Wir erhalten aus den Gleichungen der beiden Kegel, welche durch 
die Doppelcurve hindurchgehen, 


pP—alpb—gt+r) = 0, 
r—c(pb—gt-+r) = 0 
diejenige des dritten durch die Doppelceurve gehenden Kegels zweiten Grades 
mit der Spitze p=0, q=0, r=0, 
ap —yr—(ip-+ug-+ vr) (ph — gtu+r) = 0 
Die Richtung der Tangenten der Curve im Doppelpunkt wird gegeben durch 
die Gleichungen 
pb- du+r=0, dAP-yr=0, 
op+yr=O, ep-yr=V. 
Wenn also die Curve vierten Grades in zwei Kegelschnitte zerfällt, mithin 
die Gleichung ep —y’r— (Ap+ ug-+rvr) (pt —gtu + r)=0 das Product zweier 
linearen Factoren ist, so müssen dieselben die Form haben 


ap—yr+0(ph—qgu+r) = 0, 
op+yr+o(pb—gu+r) = Pd. 


Wenn wir die Producte identilficiren, ergiebt sich 





0. (0+60,)p+y(o—o)r+0o, (ph —gu+r) = —(kp+ug-+ vr), 
Bei, 4 l Mu 
0 N) 0 0 


Finden diese Gleichungen statt, d. h. 


Ma—yc=—u (o+ -)p-r(o —- ne -)r _  (pb— gtutr) 


für irgend welche Werthe von «, y, u, 0, so zerfällt die Doppeleurve vierten 
Grades in zwei Kegelschnitte, die zwei Punkte gemein haben. 

Es giebt also geradlinige Flächen fünften Grades mit .drei doppelten 
Kegelschnitten. Diese drei Kegelschnitte haben einen Punkt gemein und schnei- 
den sich zu je zweien in noch je einem Punkte. — (IX.) 

Oder umgekehrt: 

Legt man in die drei Seitenflächen p, q, r eines Tetraeders pgrs je 
einen Kegelschnitt, der durch die Ecken der Seitenflächen desselben hindurch- 
geht, so sind diese drei Kegelschnitte im Allgemeinen die vollständige Doppel- 
curve einer geradlinigen Fläche fünften Grades. 


Es ist auch möglich, dass die drei Punkte, in welchen sich die drei 
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Kegelschnitte zu je zweien schneiden, in einen zusammenfallen. dass also die 
Ebenen der drei Kegelschnitte durch dieselbe Gerade gehen. 

In diesem Punkte haben jedoch die drei Kegelschnitte nolhwendig eine 
gemeinschaftliche Tangentialebene, während sie eine solche in dem anderen. 
ihnen gemeinsamen Punkte nicht haben dürfen, weil sonst die Fläche zweiten 
Grades. auf welcher die drei Kegelschnitte in diesem Falle liegen würden. 
ein reducibler Theil der geradlinigen Fläche fünften Grades sein würde. 

Eine solche Fläche hat nun im Allgemeinen einen einfachen Leit- 
kegelschnitt, welcher mit je zweien der Doppeikegelschnitte noch je eine 
zweite geradlinige Fläche fünften Grades bestimmt. — 

Ein anderer Grund des Zerfallens der Doppelceurve sechsten Grades 
der allgemeinen geradlinigen Fläche fünften Grades und erster Klasse ist der. 
dass Doppelerzeugende auftreten. 

In dem Falle, dass sich auf der Fläche eine gerade Leitlinie befindet. 
durch deren jeden Punkt nur eine Erzeugende geht, kann eine Doppelerzeu- 
sende nur auftreten, wenn sie mit der Geraden zusammenfällt. 

Ist auf der Fläche ein einfacher Kegelschnitt vorhanden. so muss 
die Doppelerzeugende, wenn eine solche vorhanden, in der Ebene dieses 
Kegelschnitts liegen; mehr als eine solche kann es in diesem Falle nich! 
geben. — (X.) 

Eine geradlinige Fläche fünften Grades kann auch eine dreifache Er- 
zeugende haben. 

Jede Ebene, welche durch eine dreifache Erzeugende einer geradlini- 
sen Fläche fünften Grades geht, schneidet aus der Fläche noch ein Gebilde 
zweiten Grades aus. Da nun, wie oben bemerkt, auf einer geradlinigen Fläche 
fünften Grades höchstens ein einfacher Kegelschnitt liegen kann, so müssen diese 
Gebilde zweiten Grades in zwei Gerade zerfallen, und es ist daher die dreifache 
Gerade zugleich eine gerade Leitlinie für die Erzeugenden der Fläche; als solche 
kann dieselbe nur vom ersten Grade sein; da mit ihr die Erzeugende dreimal 
zusammenfällt, so ist diese Linie überhaupt eine vierfache Gerade der Fläche. 

$. 3. 
Besondere Betrachtung der zur zweiten Riemannschen Klasse gehörenden 
geradlinigen Flächen fünften Grades. 

In der allgemeinen Betrachtung der geradlinigen Flächen fünften Grades 
ist gezeigt worden, dass die Flächen der zweiten Klasse stets eine unendliche 
Schaar von Curven dritten Grades ohne Doppelpunkie enthalten. 
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Es ist also hier die Aufgabe zu lösen, zwei ebene Curven dritten 
(rades„. — die nicht in derselben Ebene liegen, — in allgemeinster Weise 
reciprok so aufeinander zu beziehen, dass einem jeden Punkte der einen ein 
Punkt der anderen entspreche. 

Damit dann durch die geraden Verbindungslinien entsprechender Punkte 
beider Curven eine geradlinige Fläche des fünften Grades bestimmt werde, 
ist erforderlich. dass ein Punkt der einen Curve zusammenfällt mit dem ihm 
entsprechenden Punkte der anderen Curve. 

Wir lösen die genannte Aufgabe durch rein algebraische Betrachtungen. 

Die beiden Curven dritten Grades seien in ihren Ebenen gegeben durch 


die Gleichungen 





2:4: =rır 5 vn): vt=4"—gt—g;. 








u:v:w=1:s:yyw(s); ns= 4A’ —ns—9;. 
Jedem Werthe von £ entsprechen zwei Punkte der ersten Curve; jedem 
Punkte der ersten Curve soll ein Punkt der zweiten Curve entsprechen, 
jedem Punkte der zweiten Curve entspricht ein Werth von s: also entsprechen 
iedem Werthe von t zwei Werthe von s. Ebenso wird gezeigt, dass jedem 
Werthe von s zwei Werthe von # entsprechen. Es besteht also zwischen s 
und ? eine Gleichung, die in Bezug auf beide vom zweiten Grade ist: 


fs +2g +h=ftÜ+2gt+h =. 











u DEE. +. Zr 
f f' 
Den Werthen von t, für welche w,(t) = 0 ist, sowie dem Werthe t= x ent- 


spricht nur ein Punkt der Curve. also auch nur ein Werlh von s: es darf 
| s 


sich daher auch nur ein Werth von s aus dieser Gleichung ergeben; also ist 
die Diseriminante g’—fh von w,(t) nur durch einen constanten Factor ver- 
schieden; dasselbe gilt für g’—f’'h und w;(s). 

Bezeichnen wir den Werth von s, der dem Werthe {= x entspricht, 
mil s.. und mit £, den Werth von ?, der dem Werthe s= x entspricht, — 
den Fall, dass die Werthe s=x. t= x einander entsprechen, betrachten 
wir nachher gesondert —, so hat die Gleichung die Form 


(t—1,) (s—s,) + Glieder, die s° und # nicht mehr enthalten: 
t—t4,) (ss) —2alt—t)(s — 5) 4b (t—t,)—Ac(ks—s,)+d = 0, 
t—t1,)(s—s,)— a] —4b(t—t,) - 4c(s—s,)+d pn 0. 








a 
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Die Discriminanten sind 

4e (t—1,) — d’ (t—1t,)’+4ab(t—t,) + 4b}, 

4b (s—5,)—d (s—s,)"+ 4ac (s— s,) + 4c'. 
Die Constante b kann nicht gleich Null werden, ohne dass e gleichzeitig Null 
wird; sonst wäre s rational ausdrückbar durch # und /4e 5 —- d' und nich! 
durch f und Yınt. Wir nehmen an, weder 5b noch e sei eleich Null: dann 
kann man durch die Substitution — 4, =z(f—t,), s- s,= A(s’—s,) und zweck- 
mässige Wahl von z und 4 bewirken, dass in der neuen Gleichung b’ — ec 
wird; wir schreiben also, ohne der Allgemeinheit Abbruch zu thun 

(t—14)(s—s)—a] —4b(s—s,)—4b(t—t,)+db = 0. 
Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass die Dis- 
eriminanten in redueirter Form auftreten, sind 
d= — 121: Hnh, 
Die Disceriminanten sind dann 
b [4 — (121, — Aa) t— (— 8, +2at,—4b)]. 
b [As’— (121, — da) s— (— St, + 2at,— 4b)]. 
also haben beide Curven dieselben Invarianten, und es ist w,(t) = w,(t) *), 

Hieraus folgt, dass die beiden Curven dritten Grades einander pro- 
jeetivisch sind, d. h. dass die eine als eine Centralprojection der anderen an- 
oesehen werden kann, weil die Gleichung der einen in Bezug auf die homo- 
genen Coordinaten z:y:2 

2 = 4y’— gyrX’—g,X 
übereinstimmt mit der Gleichung der anderen 

wu = de’ — eu — g,w 
in Bezug auf die homogenen Coordinaten v:v»:w. 

Wir haben also den Satz: 

Alle Curven dritten Grades, welche auf einer geradlinigen Fläche fünften 
Grades und zweiter Klasse liegen, können aus demselben Kegel dritten Grades 
ausgeschnitten werden. 

Setzen wir 

b [AP — (12 — Aa) t— (— SL + Rat, —4b)] = b.w(t) = b(4f- t—g;). 
so ergiebt sich 


*) Dies würde sich auch aus den Sätzen des Herrn Aronhold (Monatsberichte deı 
Acad. der Wissensch. 1861, pag. 462 u. f.) haben ableiten lassen. 
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da = 125 —9:: a= weh) . 4b = w(t,): 




















4 
u vet) +iy'(t, U — tw) + Vvlt)- KIOM 
Dr 2(t—1,)’ 
_ Kr) VPrDHEELR HD In U-ND- 9 
2(t—1t,) j 
= ERRITENY ut 


Dem Werthe t=#, und yw(t) = yYır(t,) entspricht s= x. 

Diese Formeln sind Ausdrücke des Additionstheorems der elliptischen 
Function va = x, welche durch die Differentialgleichung (= Ar’—g:0—g 
und die Anfangsbedingung »(0) = x definirt ist, und welche Herr Weierstrass 
in seinen Vorlesungen zu Grunde legt. 

Durch die angegebenen Formeln ist nun auch yır(s) bis auf das Vor- 


zeichen bestimmi, d.h. durch f und yı(t) ausdrückbar; wir treffen nun die 
Bestimmung, indem wir nöthigenfalls © mit —w verlauschen. dass für den 
Punkt 2= x, welchem s= t, entspricht, der zugehörende Werth von yıys 
auch dem Zeichen nach mit yıyt, übereinstimme. Wir seizen deswegen vor- 
aus. yut, sei nicht gleich Null und dem Zeichen nach fixirt. Dann gilt die 
Formel 


GL) 4( —ky y! (u, — N’ R— 





ern fu Ye) ., vw . Ye) 5 ih) Fr )yil, 


und man erhält die RE von und ah durch s . Yws miltelst 
Buchstabenvertauschung. 
Es ist ferner 





2 








Syon+ywev_ BR. YvstYysı 
\ 




















s+urt=y) er I 
und 
WtYvt _ YystYops 
t—1t, s—Ss, ‘ 
entsprechend der Formel 
Pa—u)+pa ya) + pa 
vla—u)—ya  yu—ya 


Dass die Zeichenbestimmung richtig gemacht ist, davon kann man sich auf 
folgende Weise überzeugen. 
Aus den obigen Formeln ergiebt sich für Werthe von ?, die £#, be- 


nachbart sind. und für welche ywt mit yıwt, dem Zeichen nach übereinstimmt: 





ma 
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Ss a S-;.;., 
(—1,)' 
ve 2.yil 3 wi. 
ws ei : nn 4 000, 
} / #- ! j» l 


und für unendlich grosse Werthe von t, 


Yor..Vor 
s = s,+ to. 13 


21? ’ 
l Ws er wtf, .... 


Diese Werthepaare lassen eine andere Zeichenbestimmung nicht zu. 

Wir denken uns nun die eine Curve projectivisch so geändert. dass 
dieselbe der anderen congruent wird und darauf mit derselben zur Deckung 
gebracht. 


Es kann dies stels so geschehen, dass der Punkt s, yıs zusammenfällt 


mit dem Punkte t=s, ywt= yws. 


Entspricht nun dem Punkte t=1,. Yıt: Yırt,. ein Punkt s=4#,. 


Yys= Yırt,. so sagen unsere Gleichungen aus, dass auch dem Punkte s=t.. 
yıs —. vt, der Punkt t=1,. Yırt — ywyt, entispreche. Es entspricht daher 
dem Punkte t=t,. ywt=ywt, der Curve dritten Grades derselbe Punkt 
t= tb. ywt=ywt,,. man möge ihn als der ersten oder als der zweiten Curve 
angehörig betrachten. 

Wir bezeichnen den Punkt 1:4,:ywt, mit @,:90:2,. den Punkt 
1:t:ywt mit @,:y,:3, und den entsprechenden Punkt 1:s:ys mit a: 9,:2.. 


so tritt an die Stelle der Gleichung 


Ywt, + ywi Yws,+-yws 


t—1 s—$, 
die folgende 


welche aussagt, dass die drei Punkte 
Ti : Yı 7 21» TI : 9; - 29% Li ; Yu ö io Zu) 
auf einer geraden Linie liegen. Es geht also die Verbindungslinie je zweier 


entsprechenden Punkte der Curve stets durch denselben Punkt der Curve 


z:y:3 = 1:4: —yyb. 


Wir betrachten nun die Fälle, die wir oben ausgenommen hatten. 
Journal für Mathematik Bd. LXVII. Heft. 1. T 











Schwarz, über die geradlinigen Flächen fünften Grades. 


Entspricht dem Punkte s= x entweder {= x oder ein Werth, für 
den w(h = 0 ist, so besteht zwischen s und f eine Gleichung, welche in Be- 
zug auf beide einzeln nur vom ersten Grade ist. Hierher gehört auch der 
Fall, dass in der zwischen s und # bestehenden Gleichung die Constanten 5 
und e gleich Null werden, und diese Gleichung dadurch redueibel wird. 

Diese Fälle kann man jedoch ohne Weiteres auf den behandelten da- 
durch zurückführen. dass man z. B. die Gleichung der Curve s auf ein an- 
deres Coordinatendreieck bezieht, welches eine andere Wendetangente als 
«—=0 zu der einen Seite hat. 

Dies ist auf achtfache Weise möglich. ohne dass sich die Gleichung 
der Curve ändert. Es entsprechen dann jedem Werthe von s im Allgemeinen 
zwei Werthe von f£, die zwischen ihnen bestehende Gleichung ist irredueibel, 
und dem Werthe s= x entspricht en Werth ?=#,,. welcher nicht x» ist, und 
für welchen w# nicht gleich Null ist. 

[Entspricht dem Werthe s= x. t=x oder eine Wurzel der Glei- 
chung. welcher die Wendepunkte der Curve dritten Grades genügen, 

( 


Perg = 0, 





welche zugleich die Drittheilung der ganzen Perioden der elliptischen Inte- 
orale ergiebt, die von den Invarianten g und g, abhängen, — entspricht also 
einem Wendepunkte der einen Curve ein Wendepunkt der anderen. so werden 
die beiden Curven dritten Grades durch die entsprechenden Punkte einander 
projeetivisch zugeordnet, und man kann diesen Fall stets durch eine geeignete 
Coordinatenumwandlung auf den Fall s=t, yıys — ywt bringen. 

Wir erhalten nun folgende allgemeine Construction für die geradlinigen 
Flächen fünften Grades und zweiter Klasse: 

Auf einer ebenen Curve dritten Grades nehme man einen Punkt fest 
an: so wird jedem Punkte der Curve ein anderer zugeordnet, der auf der 
Curve und mit dem betrachteten und dem festen Punkte in gerader Linie liegt. 
Man denke sich nun die Curve dritten Grades doppelt, so wird jedem Punkte 
der einen Curve ein nicht mit ihm zusammenfallender Punkt der anderen Curve 
eindeutig zugeordnet. Hierauf denke man sich die Ebenen beider Curven ge- 
trennt und die eine Curve in ihrer Ebene collinear verwandelt. 

Lässt man sodann einen Punkt der einen Curve mit seinem entspre- 


chenden Punkte auf der anderen Curve zusammenfallen, so ist der geometrische 
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Ort der Verbindungslinien entsprechender Punkte beider Curven im Allgemeinen 


eine geradlinige Fläche fünften Grades und zweiter Klasse. 

Die Ebene einer Curve dritten Grades enthält bei der erwähnten Con- 
struction ausser dieser Curve noch zwei Erzeugende der Fläche: der ebene 
Schnitt enthält also überhaupt 3+3+1=7 Doppelpunkte. Davon gehen ab 
zwei Berührungspunkte der Ebene mit der Fläche. also bleiben fünf Doppel- 
punkte, welche der Fläche angehören. 

Die Doppeleurve der betrachteten Flächen ist vom fünften Grade. I. 

Durch jeden Punkt der Doppeleurve gehen zwei Erzeugende der Fläche. 
deren jede die Doppeleurve noch in zwei Punkten schneidet. Der Kegel. 
welcher die Doppeleurve zur Leitlinie und einen Punkt derselben zum Mit- 
telpunkt hat, hat demnach zwei Doppelkanten. und da derselbe vom vierten 
Grade ist, so gehört die Curve im allgemeinen Falle in die Klasse o = 1 

Die reciproke Fläche der betrachteten ist von derselben Natur und hat 
also auch eine Doppeleurve fünften Grades. 

Wir folgern hieraus, zu der ursprünglichen Fläche zurückkehrend. dass 
durch jeden Punkt des Raumes fünf Ebenen gehen. welche aus der Fläche 
zwei Erzeugende ausschneiden. Für jeden Punkt der Fläche haben drei die- 
ser Ebenen die durch diesen Punkt gehende Erzeugende gemein: die zwei 
übrigen schneiden aus der Fläche zwei durch diesen Punkt gehende Curven 
dritten Grades aus. 

Wir erhalten also den Satz: 

Im allgemeinen Falle gehen durch jeden Punkt der betrachteten Fläche 
zwei ebene Curven dritten Grades hindurch. 

Wenn die Doppelcurve fünften Grades zerfällt, so ist nolhwendig unter 
den Theilen eine doppelie oder eine dreifache Gerade: denn sie kann nicht 
zerfallen in einen doppelten Kegelschnilt und eine Raumeurve dritten Grades: 
der Kegelschnitt würde eine einfache Linie der entstehenden Fläche werden. 

Enthält die geradlinige Fläche fünften Grades eine dreifache gerade 
Leitlinie. so enthält sie ausser derselben im Allgemeinen einen doppelten Kegel- 
schnitt, welcher die dreifache Gerade in einem Punkte schneidet. Und jede 
solche Fläche. deren allgemeine Gleichung 

(ap bg) p+iap—bg)s.pg +s.g.pg = 0 
ist. worin 9, q, P» 9: P» q. pP", g durch dieselbe Gerade gehen, ist eine 
geradlinige Fläche. — (1.) 
Der doppelte Kegelschnitt s=0, ap—bqg = kann auf dieselbe Weise, 


= 3 


‘ 














52 Schwarz, über die geradlinigen Flächen fünften Grades. 


wie im vorigen Paragraphen erörtert, in zwei Gerade zerfallen; die eine da- 
von wird eine doppelte Leitgerade,. die andere eine Doppelerzeugende der 
Fläche. — (MM. 

Auch kann die doppelte Leitgerade der dreifachen Leitgeraden unend- 
lich nahe rücken. Es unterscheidet sich die dann entstehende Fläche bloss 
dadurch von der analogen im vorigen Paragraphen betrachteten, dass sie eine 
Doppelerzeugende weniger besitzt. 

Enthält die geradlinige Fläche fünften Grades eine doppelte gerade 
Leitlinie, so enthält sie ausser derselben im Allgemeinen eine Doppelcurve 
vierten Grades mit zwei scheinbaren Doppelpunkten, welche von der einfachen 
Geraden in einem Punkte geschnitten wird. — (IV.) 

Umgekehrt ist auch jede Fläche fünften Grades mit einer Doppelcurve 
vierten Grades und einer dieselbe in einem Punkte schneidenden doppelten 
Geraden eine geradlinige, denn jede durch die Doppelgerade gelegte Ebene 
schneidet noch eine Curve dritten Grades mit drei Doppelpunkten aus, welche 
also in drei Gerade zerfallen muss. — 

Jedes durch die Doppelcurve vierten Grades gehende Hyperboloid 
schneidet aus der Fläche zwei Erzeugende aus, welche sich auf der Doppel- 
geraden schneiden. 

Alle Ebenen, welche durch je zwei solche Erzeugende gelegt sind. die 
Tangentialebenen der Hyperboloide, umhüllen einen Kegel zweiten Grades. 
Die reciproke geradlinige Fläche dieser Fläche ist also die vorhin betrachtete 
Il. mit einem doppelten Kegelschnitt. 

Hat eine Fläche der zweiten Klasse eine doppelte Erzeugende, so 
schneidet eine durch dieselbe gelegte Ebene im Allgemeinen eine irredueible 
Curve dritten Grades aus. Der Schnitt einer solchen Ebene enthält demnach 
im Allgemeinen keinen Doppelpunkt, der nicht auf der Doppelerzeugenden läge. 

Hieraus folgt. dass die Theile der Doppeleurve nur ebene Curven sein 
können. deren Ebene durch die Doppelgerade hindurchgeht. Es sind diese, 
wie sich bei näherer Betrachtung ergiebt, eine dreifache und eine zweifache 
Gerade. — (Ml.) 

In diesem Falle werden alle Curven dritten Grades durch die Erzeu- 
senden der Fläche projectivisch. 

Es entsteht nun die Frage, welche Doppeleurve hat überhaupt eine ge- 
radlinige Fläche fünfter Ordnung, wenn die beiden Curven dritten Grades. die 


zu ihrer Constrnetion dienen, durch die entsprechenden Punkte projectivisch sind? 
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Wir legen durch den gemeinschaftlichen Punkt in der Ebene der einen 
Curve eine Gerade, in der Ebene der anderen Curve die entsprechende Gerade 
und durch beide Gerade eine Ebene. In dieser Ebene liegen zwei Erzeu- 
gende der Fläche. Nach einem bekannten Satze: 

„Haben zwei in verschiedenen Ebenen liegende projectivische ebene 
Strahlbüschel den Mittelpunkt mit einander gemein, so umhüllen alle 
Ebenen. welche durch je zwei entsprechende Strahlen beider Büschel 
gelegt werden, im Allgemeinen einen Kegel zweiten Grades.“ 

folgern wir, dass die definirten Ebenen. von denen jede zwei Erzeugende aus 
der Fläche ausschneidet, einen Kegel zweiten Grades umhüllen. 

Die reciproke Fläche der eben betrachteten hat daher einen doppelten 
Kegelschnitt und ausserdem eine dreifache Gerade. 

Wir schliessen also mit Bezug auf die obiven Angaben. dass unsere 
Fläche im Allgemeinen eine zweifache Leitgerade und eine Doppeleurve vierten 


Grades besitzt. also mit IV. identisch ist. 


$. 4. 
Besondere Betrachtung der zur dritten Riemannschen Klasse gehörenden 


geradlinigen Flächen fünften Grades. 


ceradlinigen 


L 


Bei der allgemeinen Untersuchung der verschiedenen 
Flächen fünften Grades haben sich zwei Fälle ergeben, in denen die Flächen 
zur dritten Klasse gehören. Der erste Fall ist der, dass die Fläche eine drei- 
fache und eine zweifache gerade Leitlinie besitzt und der zweite der. dass 
die Fläche eine dreifache gerade Leitlinie von der Beschaffenheit besitzt, dass 
jede durch dieselbe hindurchgelegte Ebene aus der Fläche zwei Erzeugende 
ausschneidet, welche sich auf der dreifachen Geraden schneiden. 

Wir werden zeigen, dass der zweite Fall als ein specieller Fall des 
ersten angesehen werden kann und beginnen mit der Betrachtung des ersten 
Falles. 

Bezeichnet pA+qg=0 eine beliebige durch die dreifache Gerade ge- 
hende Ebene. ru-+s=0 eine beliebige Ebene durch die zweifache Leitgerade. 
so entsprechen jedem Werthe von 4 zwei Werthe von « und jedem Werthe 
von :: drei Werthe von 4. Denn jede Ebene pyA+gqg=0 schneidet aus der 
Fläche zwei sich auf der Geraden r=0. s = 0 schneidende Erzeugende aus. 
und jede Ebene ru -+s=0 schneidet drei Erzeugende aus, die sich auf der 


Geraden p=0, g=0 schneiden. Es besteht also zwischen A und u eine 
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algebraische Gleichung f(4, u)—=0. welche in Bezug auf A vom dritten und 
in Bezug auf « vom zweiten Grade ist. 

Aus dieser Gleichung erhält man die Gleichung der Fläche, wenn man 

4 


“ . Ss ® » . 9 . 1° 
- für A und — . lür « setzt und darauf mit p’r* multiplieirt. - 


Legt man durch eine Erzeugende eine Ebene. so schneidet diese im 
Alleemeinen aus der Fläche eine Curve vierten Grades mit einem Doppel- 
punkte aus. 

Mit Bezug auf eine solche Curve ergeben sich nun folgende Sätze. 

Fasst man in einer ebenen Curve vierten Grades mit einem Doppelpunkte 
diesen Doppelpunkt und einen Punkt der Curve als Mittelpunkte zweier ge- 
radlinigen ebenen Strahlbüschel auf, so werden die Strahlen derselben durch 
die Punkte der Curve einander zugeordnet. 

Macht man mit diesen Strahlbüscheln zwei gr“ en projectivisch, 

ıer 5 


| Durehschnittslinien | 


so ist der Ort der entsprechender Elemente eine gerad- 


! Verbindungsgeraden | 
linige Fläche fünften Grades von der dritten Riemannschen Klasse. 

Man erhält ferner den Satz: 

Macht man eine Gerade projectieisch mit dem Strahlbüschel des Doppel- 
punkts und lässt einen Punkt derselben mit einem der beiden ihm auf der 
Curve entsprechenden Punkte zusammenfallen, so ist der geometrische Ort der 
Verbindungslinien entsprechender Punkte eine geradlinige Fläche fünften Grades 
von der betrachteten Art. 

Ein analoger Satz gilt für eine Gerade. welche dem anderen Strahl- 
büschel projeetivisch ist und durch den Doppelpunkt der Curve vierten Grades 
gelegt wird. 

Beiläufig sei noch folgender Satz erwähnt: 

Jedes Hyperboloid, welches durch drei Erzeugende der Fläche geht, 
ron denen nicht zwei einander schneiden, schneidet aus der Fläche noch zwei 
Erzeugende aus. 

Das Hvperboloid enthält nämlich die beiden Leitgeraden, hat also schon 
eine Curve vom Grade 3+2+3=3 mit der Fläche gemein. Da nun auf 
dieser ein Kegelschnitt nicht vorhanden ist. so muss es noch zwei Erzeu- 
oende aus der Fläche ausschneiden. 

Wir gehen nun über zur Betrachtung des zweiten Falles. 
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Durch eine Erzeugende legen wir eine Ebene, welche eine Curve 
vierten Grades mit einem Doppelpunkte ausschneidet. Die Gleichung dieser 
Curve sei 
pr +rur+w,=0, s=0; 

p=0, qg=0 sind die Tangenten im Doppelpunkte; wir können annehmen. 
dass die beiden Ebenen p =0 und g=V durch die dreifache Leitgerade hin- 
durch gelegt seien; x, und «, sind homogene Funetionen dritten und vierten 
Grades von p und g. 

Jedem Punkte der dreifachen Geraden entspricht eine durch dieselbe 
gehende Ebene, welche die beiden Erzeugenden enthält. die von dem Punkte 
ausgehen, also auch in der Ebene der Curve eine Gerade durch den Doppel- 
punkt; mithin entsprechen jedem Punkte der dreifachen Geraden zwei Punkte 
der Curve. 

Damit wirklich die so bestimmte Fläche nur vom fünften Grade werde. 
darf dem Punkte, in welchem die dreifache Gerade die Ebene schneidet. nur 
ein Punkt der Curve in endlich grosser Entfernung entsprechen, sonst würden 
zwei Erzeugende in die Ebene eintreten; also muss der andere entsprechende 
Punkt der Curve unendlich nahe liegen. Hieraus folgt, dass die Erzeugende 
in der Ebene der Curve vierten Grades eine Tangente der Curve im Doppel- 
punkte sein muss. 

Es sei g=0, s=0 die in der Ebene s=0O liegende Erzeugende. 
Nun entspricht jeder Ebene pA+g=0 ein bestimmter Punkt der dreifachen 
Leitgeraden; derjenige nämlich, in welchem sich die beiden von dieser Ebene 
ausgeschnittenen Erzeugenden schneiden. Bestimmt man diesen Punkt durch 
den Werth der Constante « in der Gleichung der durch den Punkt „eleeten 
Ebene r&+s=0, so entspricht jedem « ein A und jedem 4 ein «. Man 
kann nun die Ebene r=0 so wählen, dass sie durch den Punkt der drei- 
fachen Geraden hindurchgeht, der der Ebene p = 0 entspricht, ihr Schnitt mil 
der Ebene s= 0 aber unverändert bleibt; dann können wir unbeschadet der 
Allgemeinheit dem Punkte p=0, q=0, ri+s=0 die Ebene pi+qg=0 
entsprechen lassen. 

Es ist also die dreifache Gerade projectieisch dem Strahlbüschel des 
Doppelpunktes, und es besteht nur der Unterschied von der allgemeinen Con- 
struction, dass ein Punkt der Geraden, der einem unendlich nahen Punkte des 


Doppelpunkts entspricht, mit dem Doppelpunkte zur Coineidenz gebracht wird, 
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Es handelt sich nun darum, die Gleichung der geradlinigen Fläche 





aufzustellen. 





Setzen wir in der Gleichung der Curve vierten Grades pA-+q = 0, so 





ergiebt sich 
—Ir+2o,;rp+o,p' 0. 
worin mit », und v, die aus #, und », durch die Substitution g= —p# her- 
vorgehenden ganzen Funeclionen dritten und vierten Grades von 4 bezeichnet 
sind. Hieraus ergiebt sich 
p o,+Yyo?-+v,i / 
r I v,+yv+v,A 
Wir bestimmen nun ausser der Ebene pA+q=0 eine zweite Ebene 
op+Pg+yr+ds = 0, 
welche durch den Punkt y=0. qg=0, r4+s=0 und durch den Punkt 
rd 


pi+q=U, pt ——— - :, =D 


-o,+yv; +oA 
hindurchgeht, also die Ebene pA+g=0 in einer Erzeugenden schneidet. 
Eine solche Ebene ist 
—9%+] e+0,1)p Fri+s = 0. 
Diese Ebene bestimmt also für jeden Werth von 4 mit der Ebene pi+g = 0 
eine Erzeugende. Gehen wir zu der rationalen Form 
— pP o%A—2(ri+s)pv,;+(rA+s) = 0 
über. so erhalten wir als Gleichung der Fläche, indem wir 4 eliminiren 
U,g—2(ps—rg).U;+(ps—rg)’p = 0. 
wo U, und U, die oben mit «, und «, bezeichneten homogenen Functionen 
von p und q sind. 
|Wenn die Curve vierten Grades eine Spitze an Stelle des Doppel- 
punktes hat, ist die allgemeine Gleichung der Fläche 


U,g—?(ps—rg).U;+(ps—rg)’g = 0.] | 

Wendet man auf diese Fläche die Betrachtungen an. die im $. 2 auf 
einen speciellen Fall derselben angewandt worden sind, so ergiebt sich, dass 
die Fläche sich längs der Geraden p=0. qg=0 des Hyperboloids ps— rg = 0 
selbst berührt. 

Diese Selbstberührung entspricht einer der dreifachen Leitlinie auf dem 
Hyperboloid überall unendlich nahe gerückten doppelten geraden Leitlinie. 
Jede Erzeugende der Fläche berührt nämlich das Hyperboloid und geht daher 


durch zwei unendlich nahe Erzeugende desselben. 
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Der besseren Uebersicht wegen folgt hier eine Zusammenstellung der 


einzelnen Arten der geradlinigen Flächen fünften Grades, die wir in Bezue 


auf die Doppeleurve unterschieden haben. 


A. Geradlinige Flächen fünften Grades und erster algebraischer Klasse 


(= 0). 


1l. 


11. 


IV. 


v1. 


vn. 


ym. 


Klasse. 


1. 
1. 


IV. 


Die Doppeleurve ist: 

eine vierfache Gerade. 

eine Raumeurve sechsten Grades mit einem dreifachen Punkte. 

eine dreifache Leitgerade und eine Raumeurve dritten Grades, 

eine dreifache Leitgerade, ein Kegelschnitt und eine Doppelerzeugende. 

eine dreifache und eine zweifache Leitgerade nebst zwei Doppelerzeu- 
senden; specieller Fall: beide Leitgerade sind unendlich nahe gerückt: 
eine zweifache Leitgerade und eine Raumcurve fünften Grades mit 
einem dreifachen Punkte, 

eine zweilache Leitgerade, eine Raumeurve vierten Grades mit einem 
Doppelpunkt und eine Doppelerzeugende. 

ein Kegelschnitt und eine Raumeurve vierten Grades mit einem Doppel- 
punkt, 

Verein dreier Keeelschnitte. 

eine Doppelerzeugende und eine Raumeurve fünften Grades mit einem 
zweifachen Punkte. 

B. Geradlinige Flächen fünften Grades und zweiter algebraischer 
(0-1). 

Die Doppelcurve ist 

eine Raumecurve fünften Grades, 

eine dreifache gerade Leitlinie und ein doppelter Kegelschnitt, 

eine dreifache und eine zweifache gerade Leitlinie und eine Doppel- 

erzeugende, 

eine zweifache gerade Leitlinie und eine Raumeurve vierten Grades. 
C. Geradlinige Flächen fünften Grades und dritter algebraischer Klasse. 


(e=2). 


Die Doppelcurve wird gebildet durch eine dreifache und eine zwei- 


fache gerade Leitlinie, welche einander auch unendlich nahe rücken können. 
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Ueber die Transformation des zweiten Grades für 


dıe Abelschen Funetionen erster Ordnune. 
(Von Herrn Königsberger zu Greifswald.) 


. 

Nachdem ich den einfachsten Fall der Transformation zweiten Grades, 
in dem die Moduln der transformirten $-Functionen die doppelten der ur- 
sprünglichen sind, schon früher im 64°" Bande dieses Journals als Anwendung 
der dort aufgestellten Ausdrücke für die $-Functionen mit »-fachen Argumenten 
und »-fachen Moduln behandelt, beabsichtige ich in der vorliegenden Arbeit 
die Theorie der Transformation zweiten Grades für die Abelschen Transscen- 
denten erster Ordnung in ihrer ganzen Allgemeinheit zu entwickeln, indem 
ich die Ausdrücke der transformirten 9-Functionen, also auch die alge- 
braischen Beziehungen zwischen den Gränzen der Abelschen Integrale in der 
einfachsten Gestalt herstelle und sodann die transformirten Integralmoduln als 
Functionen der ursprünglichen ausgedrückt erhalte. Ich schliesse mit einer 
Anwendung dieser Theorie auf die Untersuchung der Abelschen Integrale 
erster Ordnung, die durch eine Transformation zweiten Grades auf elliptische 
Integrale reducirbar sind. 

Es sei das System von Dilferentialgleichungen vorgelegt: 


























1. „et Em 
4, \yR(a)  YR(a,) YR,(y,) YR,(y,) 
ga nd _ Grm)dy , tin )dy, 
YR@)  VR(@.) YRY) 2 VRR 
worin: 
| R(x) = z(1-z)(1- er) (1—I’x) (1—m’r), 


en IR(y) = yi-y)A-ry)-Ry)d—uy), 

so gelten bekanntlich für den Fall, dass die durch die linken Seiten dieses 
Systems definirten Abelschen Transscendenten rationale Functionen zweiten 
Grades der aus den rechten Seiten desselben hervorgehenden Abeischen 
Functionen sein sollen, die nachstehenden für diese Transformation nothwen- 
digen und hinreichenden Bedingungsgleichungen, in denen ich mich der in 
meiner zweiten Abhandlung über die Transformation der Abelschen Functionen 


(Band 65 dieses Journals) gebrauchten Bezeichnungen bediene: 
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Wenn: 






















—n 7 BE ! | 
9, = Put IuTıt OaTıs m = Part OuTart (gta, 


(2 \ \ Vn =— 02 - OT 4- O2 Ta ” W599 —_— 02 n. On Taı 4 O2 Ta “ 
Keen 


Pr — Qu Ft 91 Tıt OT, 0, = O4 + Oy1Ta -O2 Ta. 


2 = On Ft IpTıut mT 0% = 04 FO 
02 = 0n 12 Tıı 22 Cı2» n= 0% + O1 Tor tr Om Ta. 


gesetzt wird, so ergeben sich die Moduln der transformirten 9-Functionen aus 
den Gleichungen: 

















| T. Ze 0,0, 0,0, T. BA 7%, W,,0, 
a . Ba 
(4.) TE Pe PET WW, WW, 
\ a N ! ! N 
T. 0 0,0, 8,,@,, T ac: W,,0,, 0,20, 
er ’ BR 9 
I, NT, u PP U Fe 


während die Argumente derselben definirt sind durch: 


(& Ei 2 (w,,d, — @,,d,) 2 (w, © 2 — 0,,0,) 
0.) © — . Oo, = u 
I, 9,0, W,, OT W;, 








Die in den Ausdrücken (3.), (4.), (5.) vorkommenden ganzen Zahlen eo, o 
eo’, 0’ müssen endlich noch die Gleichungen befriedigen: 


b 


= ‚(912 0: OR 01.) =. 0, = „(02a Oje - (ga O2. ) = Er 0, 
(6.) 2 (Oje Op Ye Or G,u) m 0, Si (Pie Ou Be Oja 016) an 2, 
F 2 (Bra Or ge 024 P1e) > 0, — (Ode 0, u? 02.) == 8, 


a 


oder: 
= e (Baı O2 — 002 Oz) 


7) 3 (Qa0a 00a) = 


l 


| 
ee © © 


y) < 00 O1 — 092 0cı) . 
= ‚(Baı Oi r O1 0.1) um 2 
9 Ss (Oo: 0.2 — 0a 022) Zu 2. 


a=1,? 


a=1,2 
| x Z.,0a0 a2 — O0) = 
Aus den hier angegebenen Ausdrücken gehen, wenn 


! ! ! / N 
| II(v,, d,)1 = (0, ©, Tyıs Tıas Ta)ı 
(8.) | (6, ‚d, +0, ‚©,)(0, ‚d, +0,,0,)-(6, „dv, +0, „0,)(0, 2d, +0, .d, ) | 
.) 


a +7, (0,0, +0, ‚0,) +2, ,(0,,0, +0, 020120140040 +0 v 


gesetzt wird, unmittelbar die folgenden von Hermite *) aufgestellten Glei- 
chungen hervor: 


*) Hermite, sur la th&orie de la transformation des fonctions Ab&liennes. 


g* 
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IKotl,o)ı = (NIT (o, 0), 


(9.) | IT(0,,0 +1); = (-1)" Ho, 9%):; 
/ Ice, + Tı: „v7 T2,); ne (—1 F I e, . an ii 2) 
Te +71, %+Ta)l = (1) I(o,,0),. er, 
worin: 

N ni ut n; Gn— m; 2 — Mm I, — 9191 — On O1 . 

10, \ n= not no. — mio. — mio, — 05,091 — (0. 

a ee ee Pe 

ee n O1 TE 91: + m! 0127 moi — 9101-00» 


wenn m‘. m*, ni, »‘ die zur Definition von 9(e,.o,); schon früher vielfach 
‘angewandten Zahlen bedeuten. 
Setzen wir nun nach Hermite: 


| 


4 \ | Ü >. ä | 
1 A De. 7% in [(Om+m)v, (Zr +n)ı,]4 — [@m4 m) T,,? 2Qm+m)On+n)r, + (?n n)?7aa] 


HI e, . ©); 


| cu 3 Au e 


m,n 


und suchen die Coeffieienten dieser Reihenentwicklung durch die für die 
’T- Function charakteristischen Bedingungen (9.) zu bestimmen, so finden wir 
die beiden ersten Relationen durch die für diese Function angenommene Form 
von selbst befriedigt, während die beiden letzten die Gleichungen liefern: 


+ er D) PB} 
al(2m tm), + (2a+n)" ])+ — [m-+m)“7,,+2(2” In+n)r ,„+(? M 
„vrle m--m) . (?n-+n) oJ 2 [( ) .. (2m-+m)(?n-+n) ‚ar (?n+n) T,.] 


u; 
— / 0 
9, 2 I? I In- uf2 + 2 
. 6 >> < A sale m+m)" +(In+n)r, „I — [0 m-+-m) rl m+m)(?In n)z,„t(?n n) al 
m,n 
und 
iM, } 
4 } in[(2m+m)ı „rer n)' es r u 4 [(?m t m)?r, + :Qm+m)On+n)z,, ? (2n-+n)?r,,| 
TR sl 
‘7 p) 
\p ‚rn Om+m)ı +(In+n)v,]+ — [(?m+m)”r, ,+?Q2m+m)(2a Pn)z,, +(? n-+n)?7 | 
ante (123 1 2 8 11 22 
m,n e 


woraus die Relationen: 
As —1)A,..; Ann = (-1)VA,.: 
er N 

An. n = (—1 a ER 


hervorgehen. 
Es redueirt sich somit die unendliche Reihe der Coefficienten A, auf 


die folgenden vier: 
Av0» Av; A, os Ay; 


während die anderen durch die leicht herzuleitenden Gleichungen be- 
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stimmt sind: 


\ Au nu (—1 ia A 
/ — (__1\uatm, 
113.) Ayırızy = (1) PA, 
A: u.2 ı = (—1 ya Av. . 

Asus ir + — (—1 )"* "A, . 


Wir müssen nun auf eine nähere Untersuchung der bei alleiniger Benutzung 
der Gleichungen (9.) noch willkürlich gebliebenen Coeffieienten Aus. Avı- -Aı. 
A, eingehen, von denen sich zeigen wird, dass .in gewissen Fällen noch eine 
Abhängigkeit unter ihnen stattfindet. 

Da die //-Function abgesehen von einer Exponentialgrösse, die in Be- 
zug auf die Argumente v,, ©, eine gerade Function ist, eine #- Function mil 
dem Index 4 darstellt und ausserdem der Uebergang von v,, ©, zu —v,, —®: 
auch v,. © in —v,, —v, verwandelt, so gilt bekanntlich mit Benutzung der 
schon früher von mir gebrauchten Bezeichnungen die Relation: 


Ami | Ant 
in? + min‘ 


’I/I(e, . d>); - 


m 


(14) I-v,—-v), = (—1) 


J 


oder nach Einführung der oben für diese Function angenommenen Reihe: 


is ire|(- Im—m)v, + (—In—n)ı | ws |(2m+ m)? +2(2m-+m)(2n-+n)7,,+tt?2n-+ n)”ı | 
NA > 1 2 Ss 11 F a 22 
u "de 
sa | (2Zm-+m)v, +2n-+n)v, ]4 -T_ [@m+m)?: -2(?2m+4m)(?n-+n) ut)” | 
4 er | > f - q | Sg P4 1 11 '“ . n orten I Tag! 
m Zinn, nn 


I In} ur 
mn T m, in| (2m m)”, +(2n-+n)v_ ]- ” a 2 WIR 7 (9a B 
/ ’,’°ı 22 1 | (2m +2 )v.]+ <- [Qm-+m)”r 2m+-m)(2n  n)r, +2 tn)"r,,| 
_ 1) — m.n © ı 3 ö 11 12 0 


mn Bea 


woraus folgt: 


am: nt n* -—- mn’ 
(15.) Mies aus (—1) u ; RE 


Stellen wir die eben erhaltene Relation mit den oben (12.) für die Coelficien- 
ten A hergeleiteten Gleichungen zusammen, so ergeben sich die nachfolgenden 
Beziehungen: 

2 


I mimd | 2 
4 Fe y9 + min; + min, A 
<A) —ım,n \ FA, — nn) 


-m—nt.n —n 9 


16.) a , Prim tm 4 
| 


| Ani | 
| / +-g9+min’— min 
‚A: E- —1)F | rs , A, m,n—n 9 


2m. ı—n T\ 
aus welchen wir den unter gewissen Umständen zwischen den vier Coelli- 
cienten Ayo» Auıs A, Aı,, stattfindenden Zusammenhang folgern werden. 

Ich ordne die verschiedenen Fälle der Transformation zweiter Ordnung. 
wenigstens für die nachfolgende Untersuchung, in drei Klassen, während die 
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schliesslichen Resultate nur zwei wesentlich von einander verschiedene Haupt- 
klassen liefern werden. Diese drei Fälle mögen aus den Bedingungen ent- 
springen, dass entweder nt, n, p, q gerade Zahlen, oder m und n gerade. von 
den Grössen p und q jedoch mindestens eine ungerade, oder endlich von den 
Grössen m und ı eine oder beide ungerade, während p und gq beliebige Zahlen 
sein dürfen. 

Für die Annahme, dass die vier Grössen m, n. p. q eerade Zahlen 
sind, ergiebt sich, wenn « und / die Zahlen O oder 1 bedeuten, aus den oben 
stehenden Relationen die Gleichung: 

ie mit min: 4 
mil anderen Worten. es liefert, da die Coefficienten der Reihenentwickelung 


a,ß3 


von //(v,, ©); nicht sämmtlich Null sein dürfen, die zu den Gleichungen (9.) 
hinzugenommene Bedingungsgleichung (15.) keine Relationen zwischen den 


(srössen 
A,» As, 9 A, 9 A,» 


die also, so lange wir nicht andere specielle Eigenschaften der Function 
/T{vo,, o:); in Betracht ziehen, von einander unabhängig bleiben. In diesem 
Falle wird sich also das transformirte 9 als eine Summe von vier Reihen in 
der Form: 
II(v,. d,); en AyuRı+ A, Rr+ A BR; + A, ı R, 

darstellen lassen, wenn R,, R,. R,, R, unendliche Reihen bedeuten. welche 
aus den Gliedern der für die /7-Function angenommenen Reihe bestehen. 

Sind nun m, n gerade und von den Zahlen p und q entweder beide 
oder nur eine ungerade, so erhält man: 


_ u RR | 
Ayo ei ARTE TG. 


2 & (ayatRat ep tin: tman: 


1.09 


Ay = (ajPteatetmn mm}. 
A, Er Prater tmin tmin 


1,1% 
woraus durch eine leichte Ueberlegung folgt, dass stets zwei der vier Grössen 
A,os Ay; A,» A, 
verschwinden müssen, so dass sich also die Function /Z ın diesem Falle in 
der Form: 
H(o,%)ı = AıQdı + A: Q: 


darstellen lässt, wenn Q,, Q, den obigen Reihen AR analog sind. 











a  . 
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Gehen wir endlich zur Betrachtung des dritten Falles über. in dem 
angenommen wurde, dass eine der Grössen m, n oder beide ungerade Zahlen 
sein sollen, so würde z. B. die Annahme 


m=2u+l, n=2, 
die Relationen liefern: 
Au = (—1)" TAg4+-vp min; +min 


1,0 9 


4 — (—1 \PratugTrvp + min! min, 4 
” j ==: % 


d.h. es wären von den vier Coeffieienten A,o» Auı» Aıo, Aı, nur zwei von 
einander unabhängig, eine Folgerung, die. wie man aus der Gleichung 


— (-yPptatminitmgn: 


1 -Am—mn—n 


A 


sieht, ganz allgemein für den Fall, dass von den Grössen m. n mindestens 


2m, 2—n 


eine ungerade ist, statt hat, so dass also auch //(ve,.®,); sich auf die Form 
bringen -lässt: 
IT v,.v.); = 6,9, + G;8; , 
worin ©,,. C, noch zu bestimmende Constanten und S,. S, unendliche Reihen 
von der oben angegebenen Gestalt bedeuten. 
Wir gelangen somit zu folgendem für die Theorie der Transformation 
zweiten Grades wichtigen Resultat: 
Wenn die vier Grössen nt, ı. p, q sämmtlich gerade sind, so liefern 
die oben für die //-Funclion aufgestellten Relationen (9.) und (15. 
keine Beziehungen zwischen den Üoelfiecienten Ayo» Ayıs Ars Ars, SO 
dass sich die mit der oben (8.) angegebenen Exponentialgrösse multipli- 
eirte 9-Funclion des transformirten Systems als Summe von vier mil 
Constanten multiplieirten Reihen darstellt. Ist dagegen eine der Grössen 
m, n. p. q ungerade, so lassen die oben zwischen den Coelfficienten auf- 
gestellten Beziehungen nur zwei von ihnen unbestimmt, und man erhält 
die Function /7{e,,v,); als Summe von nur zwei mit noch zu bestim- 
menden Constanten multiplieirten Reihen. 
Ich mache hier darauf aufmerksam, dass diese beiden verschiedenen 
Fälle eine Eigenthümlichkeit der Transformation zweiter Ordnung sind, welche. 
wie sich sehr bald zeigen wird, in dem Bestehen einer linearen Relation 
zwischen je drei Producten von zwei 9-Functionen, wie sie hier gebrauch! 
werden sollen, ihren Grund hat. — 
Ich will ferner nicht unterlassen zu bemerken, dass zu dem ersien der 
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beiden Hauptfälle stets das transformirte Fundamentaltheta aller von Hermite 
als Repräsentanten der nicht durch eine lineare Substitution aufeinander zurück- 
führbaren Systeme definirten Transformationen zweiter Ordnung gehört. Denn 
stellt man die Transformationszahlen in folgender Form zusammen: 


911 Op — In 0 
Ö,} 0,9 u» O5 —— O;| 
Da 0% 022 P21 


Ba; 912 P1ı 
so sind die 15 Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen der Transfor- 
mation zweiter Ordnung durch die Schemata bestimmt: 


I000,:1000)/2: 0% 
17) o100[\02i ol\o1 00 kesr ; 
2 ‚0020| )0 ER 0 a) 
000200020004 0004 


wenn :, ?, ö die Werthe O und 1 annehmen: woraus in Verbindung mit der 


Annahme 
mm ==; =Q, 


welche das Fundamentaltheta definirt, die obige Behauptung unmittelbar als 
richtig erhellt. — 

Da die Darstellungen der //-Function einzig und allein aus der Be- 
rücksichtigung der vier für die Veränderung der Argumente um ganze Pe- 
rioden des ursprünglichen Systems aufgestellten Bedingungsgleichungen (9.), so- 
wie aus der Annahme hergeleitet sind, dass diese Function durch Veränderung 
der Argumente in die entgegengesetzten bis auf das Zeichen unveränder! 
bleibt. so werden offenbar alle die Functionen, welche denselben Bedingungen 
genügen, vorausgesetzt natürlich, dass sie wie die Function // den Charakter 
einer ganzen Function haben, sich in eine ähnliche Form setzen lassen, in 
der die darin vorkommenden unendlichen Reihen dieselben sind. während 
die Coefficienten sich ändern, da sie von den anderweiligen speciellen Eigen- 
schaften dieser Functionen abhängen. 

Fassen wir nun den ersten Hauptfall ins Auge. für den die Bedin- 
oungsgleichungen,. denen die //-Funclion genügen muss, in 

I(e,+1,o,), = I/I(v,,v;);, 
| I(v,0+1), = Ivo, v2); 
| Ivo, +T1,0%H+ TR), =  Bissibaii ii II(v.. d:)i» 

Ho +T41,0%4+72), = Als de II(v,. d,)i 


N} 


18.) 


BR Re 
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übergehen, während sie selbst nach den obigen Auseinandersetzungen die 


Gestalt annimmt 
(19.) II (v.. ©); — Av: R, +A,, . R, = A,o- R, = - Ar: . R,; . 


7 
so sieht man leicht. dass sich die Reihen R,. R,. R,. R, durch die Bemer- 
kung werden bestimmen lassen, dass den für //(v,. ®,); aufgestellten Bedin- 
sungen (18.) auch das Quadrat einer jeden 9-Funetion des ursprünglichen 
Abelschen Systems genügt, dass sich dieses also in eine der Gleichung (19. 
analoge Form bringen lassen muss, in der R,,. R,. R,. R, dieselben Reihen 
bedeuten und nur die Coeflicienten 
Aus Avı A. A, 

andere Werthe annehmen. Wählt man nun vier $-Quadrate so, dass zwischen 
ihnen keine lineare Relation stattfindet, so erhält man vier lineare Gleichungen 


zur Bestimmung von AR,, R,. R,, R, und kann dann (19.) in die Form setzen: 


i 


. a (1 \2 IN On R \2 
(20.) Honor) = (@)F (015 925 Tary Try Ta) t (A) O1 92% Tars Tas Ta); 
(UV. ) 


| +(Y) F(v,, ©, Tjjs Tıas Ta), + (0) (vo, + ©. Tııs Top» Ein 
worin wir nur noch die Constanten («), (2), (7), (d) zu bestimmen haben. 
Wenn man für ®,. ©, vier Substitulionen in halben Perioden finden 
kann, welche nur die Indices der rechten Seite der Gleichung (20.) ändern. 
während sie den der linken Seite unverändert lassen. so hätte man. indem 
man die Variablen verschwinden liesse, vier Gleichungen zur Bestimmung der 
Coeffieienten («), (?). (7), (d) hergestellt, deren linke Seiten identisch sind, 
so dass also, was ich besonders hervorhebe, in das Endresultat nicht die Null- 
werthe anderer transformirter $-Functionen als des 9(e,. e,), eintreten. Nun 
ergiebt sich aber leicht aus den für die Argumente der transformirten 4-Function 
gefundenen Ausdrücken (5.), dass folgende für e,, © gemachte Substitutionen: 
v, © 
101, = 4(014 91 Tut 0a Ta) (Qt OT Ft OrıTa) 
(Oa+ ORTıt 02T) 10» = 4(09+ OnTaı-+ O2 Tn) 
Io, = (u + 91Tu4+ Sata) w, = 
102 = 4(0»+ 9aTı+ 0271.) 
oder die durch Addition aus diesen zusammengesetzten den Index der auf der 
linken Seite der Gleichung (20.) befindlichen 9-Function unverändert lassen. 
indem sie die transformirten Argumente respective um: 1, 0; 0, 1; Eu 
T1, Tu oder um die aus Addition derselben hervorgehenden Grössen vermehren. 
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Die auf der linken Seite hinzutretende Exponentialgrösse ist dieselbe, welche 
die F- Quadrate bei der Substitution der halben Perioden auf der rechten Seite 
als Factor erhalten. 

Es bleibt nun noch vor allen Dingen zu untersuchen übrig, ob diese 
hier angegebenen Substitutionen auch in der That vier von einander verschie- 
dene Gleichungen zur Berechnung der Constanten (@), (P). (y), (d) liefern 
werden, was nicht geschähe, wenn z. B. 


VE dm E Fi = On (mod. 2) 
V — Wan — Wr — Win 
wäre, da dann nur ganze Perioden zu den Argumenten der rechten Seite 
hinzutreten würden. Fassen wir zuerst die Repräsentanten der nicht äqui- 
valenten Klassen der Transformation zweiten Grades in's Auge und bemerken, 
dass in den vier oben (17.) aufgestellten Schematen zwei Diagonalglieder den 
Werth 1 haben, so ergiebt sich aus (21.), dass zwei Substitutionen existiren, 
die aus halben Perioden bestehen und verschieden sind, so dass die vorge- 
legte Gleichung, die aus diesen beiden Substitutionen und die aus der Zu- 
sammensetzung dieser beiden Substitutionen hervorgehende Gleichung vier 
im Allgemeinen von einander unabhängige Bestimmungsgleichungen liefern, 
welche zur Berechnung der Constanten dienen werden. Was nun die den 
oben aufgestellten 15 Fällen äquivalenten Transformationen zweiten Grades 
betrifft, die aus jenen durch lineare Substitutionen abgeleitet sind, so ist be- 
kanntlich *) die #-Function des durch eine Transformation ersten Grades 
abgeleiteten Systems gleich einer mit einer Constanten multiplieirten $-Fun- 
ction des ursprünglichen Systems (abgesehen von einer Exponentialgrösse); es 
folgt daher nach dem eben Bewiesenen unmittelbar, dass es jedenfalls drei 
von einander verschiedene Substitutionen in halben Perioden giebt, welche die 
Indices der rechten Seite ändern. während sie den Index der linken Seite 


‘ 


*) Zur Erläuterung des Obigen füge ich einige Worte über die lineare Trans- 
5 = 8 5 
formation hinzu: 

Die Bedingungsgleichungen für das linear transformirte 9 lauten, wenn im 
Uebrigen die für die Transformation zweiten Grades aufgestellten Zahlengleichungen, 
in denen nur statt der charakteristischen Zahl 2 die Einheit zu setzen ist, zu Hülfe 
genommen werden, folgendermassen: 

Io, -H,0,) = (-N)"No, vo); 
S 
| I1&,0u,+), = (-N"U@,v); 

f u # —irrl?n 
| IIe, TT,® +7,32 (1)? Io, v,)1e vn rt, 

\ f —ti/ 2v 
TIKo,+rT,,0,+r7,) (IP II, 0, Jet), 


(a.) 


\ 
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unverändert lassen und aus einer einfachen Ueberlegung geht ferner hervor. 
dass dasselbe dann auch unsere Substitutionen: 
30, 305 4m Am, 
30: 30; 40), 1m, 
leisten, da sie die transformirten Argumente um 1, 0; 0, 1, 7, Ta; Ti, Ta 
vermehren. Hat man nun durch Anwendung der eben besprochenen Sub- 
stitutionen sich vier von einander unabhängige, in den Coefficienten lineare 
Gleichungen hergestellt, so setze man die Argumente ©, =», —=0 und erhält, 
indem man leicht sieht, dass die Exponentialgrössen auf beiden Seiten fort- 
fallen, Gleichungen von folgender Form: 
90,0, 7, 1, AME HNE +0, 
(22.) \9 (0, 0, Tyry Tı2y Tyn)a = (0). +(P)E& Vz +(y) 0,, +N,4,,, 
.. den 0, Tu, Ta, Ta)ı = (JE Ne + (BP) Be + (Y EI + NT, 
(0, 0, Tu; %; Ta)ı = (oe) Kut(P)e ty) ut (0)& VRR 


WOTIN &j5 E25 &35 E45 Eis Eon &5 E45 En &r &, 8, +1 oder + bedeuten, so dass, 


wenn man 
‚ ? 2 2 Q.2 
3) A| 8 8 
0, 277 de 05, 


! 2 N 2 
4 Mi, & Fr €; Fer | 
& 0 &) a Pe" &; Den ED 


| 

















ag 
2 2 2 
1 &, Fe E; nn € de 
I ! 2 ! 2 r 
1 &, Far &; I: # &, Fäer 
1 2 & a? ı! 2 
| 1 &) Faen U gu €; Fjeu 
während die transformirten Argumente durch die Gleichungen bestimmt sind: 
0 = W,,v — W,,d, eo 0,0, W,,®, 
Ber , Be 
Fe PP Pr 0/7 0,9, WW, 


Da nun die Gleichungen (a.) die für diejenige #-Function charakteristischen Bedin- 
gungen sind, für welche: 

m=4, Mi=p mn, n, —ı, 
so erhält man, wenn man den in der Gleichung (8.) befindlichen Exponentialfactor 
der #-Function mit er ”»’ bezeichnet, die Relation: 


(v,,v,) n ! ' 
aö TO O2 Try Fans Fra) mi nk A =C. ”(D,,D, Ey Toys Tan )anımn » 


worin C eine Constante bedeutet. 


g * 
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JI,, S3, A, den ähnlich gestalteten Determinanten gleichsetzt, die Transfor- 
malionsgleichung die Gestalt annimmt: 





II 1) v,)2 u; SE 
(24. | u (0,0, T,,,? Sr Gt A 
Er 4, 
A 








I(eı + 


(0, 02)5 


r A u 
+0, d;), B= ER je ©:)5 


] 


ee 


worin (0,0, Ts Tja, 7a,);, da nach dem Obigen //(v,.v,); eine gerade 
Funelion ist, im Allgemeinen nicht verschwindet. 

Da wir nun die Ausdrücke für die transformirten Argumente ausser 
in der Form der Gleichungen (5.) noch folgendermassen schreiben können: 
0, = GO vr Oz 2 au Tu (0, ©, 0 ©.) u z (O1 %+ 0% d,). 
= 01204 03% — 77, (0,19%, 4 92,9) — 2 13 (01726, 4020 2)» 
so ist leicht einzusehen, dass eine Substitution der um halbe Perioden ver- 
mehrten Argumente ®,. ©, nur die Indices der rechten und linken Seite der 
Gleichung (24.) ändert. Wenden wir daher drei solcher Substitutionen auf 
diese Gleichung an, so ergiebt die Division je zweier von diesen so entste- 
henden Gleichungen die transformirten Abelschen Transscendenten als Functio- 
nen der ursprünglichen, also auch die algebraischen Ausdrücke, welche zwi- 
schen den Grenzen der Integrale der ineinander translormirten Abelschen 
Systeme stattfinden, während das Verschwinden der Argumente unmittelbar 
die transformirten Integralmoduln als Function der Moduln der vorgelegten 

Integrale liefert. — 

Ich will noch bemerken, dass man sich die wirkliche Ausführung der 
Transformation durch eine schickliche Wahl der 9- Quadrate erleichtern kann. 
indem z. B. die Wahl von 

(0,9), Foo) ld, 02), li, d2)u> 


’ Kan. 2 000. i 
wie unmittelbar zu sehen, stets («) BIN. - 2 Tan) liefert und die Zu- 





sammensetzung der anderen Coefficienten (P). (Y), (0) vereinfacht. — 

Ich wende mich nun zu dem zweiten Hauptfall der Transformation 
zweiten Grades, der dadurch charakterisirt war, dass von den Zahlen m. n. 
p. y mindestens eine ungerade ist. Es war gezeigt worden, dass unter dieser 
Voraussetzung die transformirte Function die Form annimmt 


II(v,,0), = GI, + 0,S;. 


C, unbestimmt gebliebene Constanten und S,. S; unendliche Reihen 





worin Ü\,. 
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bedeuten, die aus den Gliedern der oben für die /7T-Function angenommenen 
Entwickelung (11.) bestehen. 

Wenn es nun möglich sein wird, andere Functionen. die sich in 
eine unbedingt convergirende Reihe entwickeln lassen, anzugeben. welche 
ebenfalls den für die //-Funetion aufgestellten vier charakteristischen Bedin- 
gungen (9.) genügen und mit dieser zu gleicher Zeit gerade und ungerade 
sind, so werden sich diese Functionen gleichfalls auf die Form: 

CS, +08; 
bringen lassen, in der die unendlichen Reihen dieselben geblieben sind, wäh- 
rend nur die Coeflicienten, die von den anderweiligen speciellen Eigenschaften 
dieser Functionen abhängen, sich geändert haben. 

Bezeichnet man nun 


G/ n 1 [pm 
l 2 ) 2 


so erkennt man zuerst unmittelbar, dass das Product: 

(@) Y (v1; 02). (d15 ©2)apımn 
den Bedingungen (9.) Genüge leistet, und dass ausserdem, wenn auf dieses 
Product irgend eine der 15 Substitutionen der halben Perioden *) angewand! 
wird. das neu entstehende Product wiederum eine Function von derselben 
Eigenschaft ist. Wendet man nämlich auf («) die Substitution 
an. so erhält man: 

(0. O)unnr, (0 d).- u Hm nr, 

woraus sich sofort die Richtigkeit der obigen Behauptung ergiebt, wenn man 
die für die *-Functionen bei Substituirung ganzer Perioden charakteristischen 
Gleichungen beachtet. Um jedoch eine Function zu erhalten, die allen für 
die /T-Function zur Bestimmung ihrer Form aufgestellten Bedingungsglei- 
chungen genügt, bleibt noch zu zeigen, dass man diese Producte, welche die 
Gleichungen (9.) befriedigen, nach Belieben so wählen kann, dass dieselben 
entweder gerade oder ungerade Functionen werden. Wendet man nämlich 
auf den Ausdruck («) die noch unbestimmt gelassene Substitution Lu,. Lu. 
iv,, 4v, an. so wird offenbar das neue Product für negative Argumente in 
seinen Werth für positive übergehen multiplieirt mit: 


(—1 ırı ’ Hoyat (u,4 oO, tm)4 (u, t PIr,+n) — (—1 Pr N rg, Pr, nu, i 





*) s. Band 64, p. 17 dieses Journals. 
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Da man nun offenbar die ganzen Zahlen u,. 4. v,, Y,, deren Werthe O oder 
I sind, auf verschiedene Arten so bestimmen kann, dass nach Belieben: 


mu +gn pn, +, = 0 
oder == 1 
ist (mit Ausnahme des einen Falles, in welchem m, n, p, q sämmtlich gerade 
sind. der jedoch hier nicht in Betracht kommt), so schliessen wir, dass sich 


stets unter den durch die Substitution von halben Perioden erhaltenen Pro- 
ducten mehrere finden werden, welche sämmtlichen für die /7-Function gel- 


(25.) (mod. 2) 


tenden Bedingungen genügen. 
Es lassen sich somit immer zwei Producte von je zwei $-Functionen 


bilden, welche bis auf die Coefficienten ©,, ©, die Form der /7-Function er- 
halten, so dass die Reihen S,. S, aus den beiden Gleichungen: 
F(v, „ ©5)« IF (9 > ©,)5 = du .S,+ C; Abe 
pen 7:8,+02.8, 


I (v1, 02)ay (015 ©2) 


Au, 
P7 


vefunden werden können und somit die Function // die Form annehmen wird: 
‚Ye N / ANA w, QG/ fi 
(26.) (0,9%) = (1) (v1, 0%). (v1, 92)8+ (2) (v1, O2)uy 4(v, ©.)By;> 


worin noch die Coefficienten (1) und (2) zu bestimmen sein werden. 

Ich bemerke noch zu der eben gefundenen Darstellung von //(v,, v;);, 
dass nunmehr der eigentliche Grund ersichtlich ist, wesshalb sich in unserer 
Untersuchung zwei Hauptigattungen von Transformationen zweiten Grades er- 
gaben. Während nämlich vier 9-Quadrate stets so gewählt werden können. 
dass keine lineare Abhängigkeit zwischen ihnen besteht, findet zwischen drei 
$*-Producten, die durch Substitution halber Perioden aus einander hergeleitet 
und zugleich gerade oder ungerade sind, stets eine lineare homogene Glei- 
chung statt, die man sich mit Hülfe der obigen Darstellung leicht herstellen 
kann. — 

- Zur Bestimmung der in der Gleichung (26.) vorkommenden Constanten 
(4) und (2) lässt sich wenigstens ohne Weiteres die in dem ersten Hauptfalle 
der Transformation zweiten Grades angewandte Methode nicht benutzen. Wäh- 
rend nämlich dort durch das Verschwinden der Argumente unmittelbar Bestim- 
mungsgleichungen für die Coefficienten hergestellt werden konnten, da //(o,,®,); 
eine gerade Function sein musste, kann es hier geschehen, dass das transformirie 
3 ein ungerades ist und in Folge dessen die Gleichungen identisch verschwin- 
den. Ich nehme zuerst an, dass A der Index eines geraden 4 ist, dass also 
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/I(0,0), im Allgemeinen nicht Null ist; dann wird man offenbar durch An- 
wendung einer Substitution in halben Perioden, welche die Indices der rechten 
Seite der Gleichung (26.) ändert, während sie den der linken Seite unverän- 
dert lässt, in Verbindung mit der vorgelegten Gleichung selbst die beiden 
zur Bestimmung der Constanten (1) und (2) dienenden Gleichungen erhalten: 


C Pe; Pe | IN Zi; ; ı /O\ k 
‚0, 0, Tıı» Ta, I, )7} --— 1)9.93 +(2)49,, Fr 


ry 


27.) kr h es 
| 0, 0, Tıı ’ ta 9’ 92); - (1 ) € Gau, Fa, + (2) €, Fuya, Y Iyu,) 


erg 
worin & und & +1 oder +: bedeuten. 
Setzt man also: 


(28.) w| — BAR FuyYBr 


| 4 | 
| i@ 
€ Bi I; Y 
j 1 


( ( 
I ee » A 2% 
Br re . Pral 


f a Ne h ( ( 2 
(29.) A, — &) Faya, NV) ya — Var Fr AS, = Vz I— E40 \? . 


Pr aa, "Pu, 
so erhält man für die transformirte 9-Funktion den Ausdruck: 


i 
30.) 30, en 1. ); 2 Age, „d5)e Y(0,, d2)a+ SDTCHURIR ©, 02)3y- 
Ich will bemerken, dass in diesem Falle durch eine passende Wahl der 9- 
Producte sich die Bestimmung der in den transformirten 9- Ausdrücken vor- 
kommenden Constanten vereinfachen lässt. Für die Herstellung der 4-Pro- 


ducte war nämlich nur erforderlich, dass sie aus dem Ausdrucke 





Q./. . 3 of y) ) 
3 0» ©) » J (€ 3 ©, /gpmn 


durch Substitution halber Perioden hervorgingen, so jedoch, dass wenn diese 
Substitution durch die Transformationszahlen u,. 4, Y,. Y, bezeichnet wurde. 


(25.) mu+gn+tpr + = 0 (mod. 2) 
war. Die Erfüllung eben dieser Congruenz war die Bedingung dafür, dass 
das $-Product eine gerade Function vorstelle, wobei jedoch die beiden ein- 
zelnen Factoren des Productes sich zu gleicher Zeit als gerade oder als unge- 
rade Functionen ergeben konnten. Fügen wir jedoch noch die Congruenz 
31) wm ton =0 oder =1 (mod. 2) 

hinzu, so sieht man leicht, dass für beliebige Combinationen der Zahlen © 
oder 1 in den beiden Congruenzen (25.) und (31.) stets gleichzeitige Lö- 
sungen existiren, so dass wir für die die //-Function darstellenden Producte 
von $-Functionen zwei solche werden auswählen können, dass das eine ein 
Product gerader, das andere ein Product ungerader 9-Functionen ist. dass 
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unmittelbar ergeben wird. — 

Ist nun zweitens A der Index einer ungeraden #-Function, so mache 
man in der Gleichung (26.) eine Substitution von halben Perioden, welche z.B. 

(0,9). (v1, 92)3 

in eine gerade Function verwandelt (dass es eine solche giebt, ist früher be- 
wiesen worden); dann wird, wie man durch eine einfache Ueberlegung findet. 
die linke Seite der Gleichung sowie das zweite Product der rechten Seite 
derselben ebenfalls in eine gerade Function übergehen, so dass eine neue Sub- 
stitution, welche nunmehr den Index der linken Seite nicht ändert, für die 
Bestimmung der Constanten die Gleichungen liefert: 


(A 0, 0. Easy Fan En ), == (1)&, Put: +(2) & Fark FayiH 


-/ ri» 


32.) 
g AN). € (Mg 
! J (0, 0. Ka a T2)} u (1)e, Fan t+ (2) & Pay Farin . 
1 >'/ ‘>14 
worin &. & und &. & die Grössen +1 oder +i bedeuten sollen. so dass. 


wenn man: 
(33.) D an | RL P & I . I, 8 je | 








J Ps 27ay Pr | 
Ian € Fayın Faycı | 
34) D’=EI,0 Pay 82 Fey: Ian D’=EI I: un Par 
selzt. die Transformationsgleichung die Form annimmt: 
v II(v ,v,); Ri D'' 
35.) F0.0, z e Er I 7 I (9, 9%) (dı, © tr 015 02)uy9 (1 s Or)ay 


Somit ist auch der zweite Hauptfall der Transformation zweiten Grades er- 
ledigt. indem durch Substitutionen von halben Perioden aus der Gleichung (35.) 
venau wie oben neue Gleichungen zur Aufstellung der algebraischen Trans- 
formation sowie der Ausdrücke für die transformirten Integralmoduln herge- 
leitet werden können. — 

Ich knüpfe eine Anwendung der eben durchgeführten Theorie der 
Transformation zweiten Grades an eine von Herrn Weierstrass mir gemachte 
Mittheilung, in welcher gezeigt wird. 

„dass. wenn ein Abelsches System erster Ordnung: 











d de, 

kn U +- - — du. 
YRi@) YR,) 

x, de, Bi x, de, di 








YR(@) YR@,) 


sich also beim Verschwinden der Argumente der Werth der einen Constanten 
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„sich in ein anderes transformiren lässt. für welches der Modul der 9- 
„Funetion 7, =0*) ist, sich die Constanten A und B (auf zweierlei Art) 
„so bestimmen lassen. dass | 
/(A+Be)dr [' d& 
VRR) J VRR 
„wo R,(5) vom dritten Grade und &. yAR,(£) rational durch =. WIR: 
„ausdrückbar sind. Umgekehrt muss zwischen den Grössen 7,,. 15.1 
„eine Gleichung von der angegebenen Form stattfinden. wenn sich das 
„Integral 
f (A + Be)dx 
„in der in Rede stehenden Weise in ein elliptisches soll transformiren 
„lassen. (Nach Abel, Preeis. Chap. IH. $. 1 theor. Il. genügt es aber 
„Iransformationen dieser Art zu betrachten)“. 
Bekanntlich hat Legendre in dem traite des fonetions elliptiques das 
Integral: 
da 


J Yell—-a)(l — #2”) 


auf elliptische Integrale redueirt und Jacobi später in seiner Kritik des Le- 
gendreschen Werkes (Band 8 dieses Journals) das allgemeinere Integral von 
der Form: 
d.ı 
J yei—a)I— zer) i— ir) d— 222) 

durch eine Transformation zweiten Grades auf Integrale niedrigerer Gallung zu- 
rückgeführt. Ich will nun untersuchen, ob es noch andere Abelsche Integrale erster 
Ordnung giebt. die durch eine Transformation zweiten Grades auf elliptische 
redueirbar sind, und auf die obige Mittheilung mich stützend eine Methode zur 
Behandlung dieser Frage anwenden. die allgemein brauchbar ist und zu einer 
Erweiterung dieser Betrachtungen in Bezug auf Abelsche Integrale, die durch 
Transformationen höherer Grade anf Integrale von niedrigerer Gattung zurück- 





*) oder in den von mir in dieser Abhandlung gebrauchten Bezeichnungen: 


WW, —W,,0W,, 


ı 2 2= | 
ı2 (,2+0,,7,, +0 ,,7,,)(0,, +0, ,;T,, 4 0,7.) fi (O;,. ’ 0,27; 0,37, )(0, ; 0,3, ,, +0,75) =V 
oder: 
w,,0,,- 0, 
. (0,,+0,,7,,+0,,7)(@.. FO, 1% 0 r0,, 8,2) (@,, 0, ‚7,,+0,,7,,)(0 ‚+0 ,,7,,+0,,83,) 


Journal für Mathematik Bd. LXVII. Heft 1. 10 


0. 











74 Königsberger, Transformation zweiten Grades der Abelschen Functionen. 





Grade erfordert. 
Da die Bedingung 


\ 


(a.) En = 0. 
welche für z,,. 7, die Ausdrücke liefert: 


(b.) 9, 9, Tr 0,0: T 2: 0,,70,,T, 7 0,,0 
Li . |, ” 9 nd Zuer Sg ne ” 


er Ri ? . | ' 
0,7 0,7, 0,7, 0,1 0,7, Tr 0, 











die Gleichung 
Le.) (0, 0, Tııs 0. Ta)ı == 


zur Folge hat, weil in diesem Falle die Function 


Be | - ‚[v, @e, —i+r|,+v, tr )+v,(2o, —1+rT,+v,t,,)]ai 
(0, dr, Ts Ö. Ta) = sel. TE, ıF,,)r9, (ko, PETE 22)]° 


in das Product der beiden ungeraden elliptischen #-Functionen 
(0, Tulı (02, Ta): 
zerfällt. so kommt es darauf an, alle die hyperelliptischen Systeme aufzustellen. 
die durch eine Transformation zweiten Grades in andere übergeführt werden 
können, für welche die Gleichung (e.) erfüllt ist. 
Wenn wir die oben entwickelte Theorie benutzen wollen, um 
(015 02, 71150, Ty)ıs 
als homogene Function des zweiten Grades der 9-Functionen des vorgeleg- 
ten Systems auszudrücken, so müssen wir 
"=: =-n"=-n=1 
setzen, so dass die Transformationszahlen m, n, p, q durch die Gleichungen 


bestimmt sind: 


m = Ou+09e+9G2+ 91 — In — 070m; 
Fr | Be I, + 09-4094 92, — 92 O1, — 0109. 
4) me O:ı — 09 — 02 — Pa — Pr 9, 02 0% , 
\ o — O1 — 02 — Pr — Pu —PuPu— Pr O1: 


Ich behaupte nun, dass für alle diejenigen Transformationen zweiten Grades. 
in denen nicht nt, ı, p, q sämmtlich gerade sind, das transformirte /7(0,0),; 
nicht Null sein kann. Da nämlich die Function //(e,,.©,)., eine gerade ist, 
so wird sie sich unter der angenommenen Bedingung, dass m, ı, p, q nicht 
sämmtlich gerade Zahlen sind. durch die Summe von zwei #-Producten 
ausdrücken lassen von der Form: 


J 


I (v1, 9%) = (1N)901, 02).9 (01, %)3+(2)(v, s 02), 4 (01, U2)p,> 


führbar sind, nur eine genaue Behandlung der Transformationstheorie höherer 
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worin nach der obigen Theorie die 9-Producte stets so gewählt werden 


können, dass « und / Indices gerader. «y und /Py Indices ungerader 9- 
Functionen sind. Lässt man nun die Argumente v,. ©, verschwinden. so zeigt 


die Annahme 
IIV0,0)4 = 0. 


dass (1)=0 ist und wir erhalten somit die Transformationsgleichung: 

(e.) IH (0,0%) = (2)$(o,, 9), 4 01» O2)Ry- 
Da es nun, wie früher gezeigt wurde, stets Substitutionen in halben Perioden 
für die Argumente e,. ®, giebt, welche die Indices der rechten Seite von 
(e.) ändern. während sie den der linken Seite unverändert lassen. so kann 
man aus (e.) unmittelbar die Gleichung: 


(f.) I v,. ©,)ıa ran (2) € Fo, “ O2 )ayd 9 (9. ©, )2- Ö 


herleiten. woraus folgt, dass: 

F (015 02), I (C1, Ba), = EI (O1: 9:)ay0F (dr 92)9y0> 
eine Relation, die offenbar nur für 7,=0 oder für die hieraus durch lineare 
Transformation hervorgehenden Abelschen Systeme stattfinden kann. 

Da die eben gemachten Schlüsse von dem Index 14 der transformirten 
+-Function ganz unabhängig waren, so folgt, dass keine gerade durch eine 
Transformation zweiten Grades erhaltene 9-Function, für welche die Trans- 
formationszahlen m, n, p, q nicht sämmtlich gerade sind. für die Nullwerthe 
der Argumente verschwinden kann. 

Es bleiben jetzt noch alle die Transformationen zweiten Grades zu 
untersuchen, in denen m, ı. p. q sämmtlich gerade Zahlen sind. sich also 
9*(®,. 9), als die Summe von vier mit Constanten multiplieirten 9-Qua- 
draten darstellen lässt. 

Diese Transformationen können entweder die oben aufgestellten Re- 
präsentanten der 15 nicht äquivalenten Klassen selbst sein oder durch lineare 
Transformation aus diesen abgeleitete. Ist das Letztere der Fall, so fassen 
wir den Repräsentanten heraus, welcher zur Klasse der fraglichen Transfor- 
mation gehört, und es wird sodann 

(v1. ©, Tu; 0, Ta)ıs 
gleich einer mit einer Constanten multiplieirten zu jener Fundamentaltrans- 
formation gehörigen geraden 9-Function sein, welche aus der ersten durch 
eine lineare Substitution hervorgeht. Es wird also nach der eben gemachten 


Annahme auch diese gerade 9-Function, die durch eine von den Repräsen- 
10 * 
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tanten der nicht äquivalenten Klassen dargestellte Transformation zweiten 
Grades aus dem ursprünglichen Syvsieme abgeleitet ist, durch eine Summe von 
vier #-Quadraten darstellbar sein und für die Nullwerthe der Argumente ver- 
schwinden müssen. Es bleibt mithin nur zu untersuchen übrig. welche von 
den 15 unter einander nicht äquivalenien Transformationen (17.) ein gerades 
transformirtes #, welches durch die Summe von #-Quadraten darstellbar ist. 
für die Nullwerthe der Argumente verschwinden lassen. 
Setzt man also allgemein: 
g) HIlv,0), = (0)I(0,0%)+(P)Iiv, %:)3+(Y)4 (0. 92), + (0) (0,, 0,)3, 
worin 
/1 0.0), = 0 

angenommen wird. so wissen wir. dass es drei Substilutionen in halben Pe- 
rioden für ®,. r, giebt. welche die Indices der rechten Seite ändern, während 
sie die linke Seite unverändert lassen: es wird also die nothwendige Bedin- 
eung für die Reduction der Integrale offenbar die sein. dass die auf der 
rechten Seite der aus /g.) hervorgehenden Gleichungen entstehende Determi- 
nanie,. welche aus Quadraten von 9-Functionen für die Nullwerthe der Ar- 
gumente besteht. verschwinden muss. Hierbei ist nun wesentlich zu bemerken, 
dass wir bei der Herstellung dieser vier Gleichungen von dem Index 4 der 


transformirten geraden $-Function unabhängig sind, da die oben angegebenen 


Substitutionen 

h. Is A053 3a 3025 Id 3025 301 302 
nur durch die Transformationszahlen o, o, 0’, 0’ bestimmt werden. 

Da wir ferner die Indices «, /, y, d nach Belieben annehmen dürfen *), 
wobei es am zweckmässigsten sein wird, für & den Index einer geraden, für 
P. y. 0 die Indices von ungeraden 9-Funclionen zu wählen, so kommt die 
Untersuchung endlich darauf hinaus. auf den Ausdruck: 


) 


(v5 9)5+(P)4 (01; li +(7) Ya Lie 0,)3+ 0) vd, ®; 13 
für die fünfzehn in den Schematen (17.) angegebenen Transformationsfälle 
die durch (A.) bestimmten Substitutionen anzuwenden und die aus dem Ver- 
schwinden der aus 9-uadraten bestehenden Determinante hervorgehenden 


Relationen zwischen den Integralmoduln herzuleiten. 


*) in soweit wenigstens, als zwischen den vier #-(@uadraten: 
’ü at Pr “ 2 F 2 n 2 
2,0, a? (0,0, )35 0,9), 3 (0,,0,)3 


keine lineare Relation besteht. 
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Führt man diese Untersuchung durch, auf deren Einzelnheiten ich hier 
nicht näher eingehe, da sie keine weiteren Schwierigkeiten bietet. so findet 


man. dass die durch die Zahlen 


2000 
u z 
0020 
2 I Zu 
definirte Transformation die Bedingung liefert: 
" ee u ei 
I I ag 
Fee, Panne, Be 4 
EL uee agree 
oder 
3.9. Ita HI = 0$, 
oder 
war.k, 


während die anderen Fälle dieselbe oder die durch lineare Transformationen 


aus dieser abgeleiteten Relationen 


liefern. 
Wir gelangen somit zu dem Resultat. dass das Jacobische Integral 


I—- 2 u 5 EEE 

J’ Yyeli— )A— xx) (1— 4’z)(l— #’4’E) 

sowie die aus diesem durch lineare Transformation hervorgehenden die einzigen 
Abelschen Integrale erster Ordnung sind, die sich durch eine Transformation 
zweiten Grades auf elliptische redueiren lassen. 


Greifswald, Januar 1866. 

















Ueber zwei geometrische Probleme. 
(Von Herrn €. F. Geiser in Zürich.) 











Der bekannte Satz: „dass von den neun Durchschnittspunkten zweier 
Curven dritten Grades der neunte im Allgemeinen durch die acht übrigen ein- 
























deutig bestimmt ist.“ kann nach zwei Seiten hin zu einer weiteren Ausführung 
Anlass geben. Man kann sich nämlich 1.,. die Aufgabe stellen: wenn acht 
der neun Punkte gegeben sind. den neunten linear zu construiren. welche 
Aufgabe wohl zuerst von Herrn Chasles *) in seiner „Construction de la courbe 
du troisieme ordre* (Comptes rendus 1853) gelöst worden ist. Es bietet sich 
aber 2.. die Frage nach der Abhängigkeit der neun Punkte unter sich dar. 
Die zur Lösung dieser Frage nölhigen analytischen Hülfsmittel finden sich 
vorerst in den Abhandlungen des Herrn Hesse „über Curven dritten Grades“ 
(dieses Journal, Bd. 235-—-38) und dann in der Abhandlung des Herrn Aron- ; 
hold „über die Doppeltangenten der Curven vierten Grades“ (Monatsberichte 
der Berliner Akademie von 1864). Die synthetische Lösung, welche die nach- | 
folgenden Entwickelungen geben, schliesst sich insofern an die letzteitirte Ab- ' 
handlung an, als beiderorts die Schaaren von Curven dritten Grades durch 
sieben feste Punkte zu Grunde gelegt werden. 





Aufgabe. 
Wenn von den neun Durchschnittspunkten zweier Curven dritten Grades 
sieben fest bleiben, während der achte nach einem bestimmten Gesetze sich be- 
wegt, nach welchem (Gesetze ändert dann der neunte seine Lage? 


I. 
Wir setzen zunächst voraus, dass die sieben festen Punkte voneinander 


u — 


unabhängig seien, dann hat man sofort die beiden bekannten Sätze: 
I. Bewegt sich der achte Punkt auf der Verbindungsgeraden zweier 


* 


(rundpunkte, so beschreibt der neunte Punkt den Kegelschnitt, welcher durch 
die übrigen fünf Grundpunkte gelegt werden kann. 
2. Bewegt sich der achte Punkt auf dem Kegelschnitt durch fünf 






2 
. 
# 
% 
® 
' 
3 
4 


*) Erst während des Druckes dieses Aufsatzes habe ich gesehen, dass die ange- 
führte Construction zuerst von Herrn Hart (Cambridge and Dublin Math. Journ.) ge- 
eben worden ist. 
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der Grundpunkte, so durchläuft der neunte Punkt die Verbindungsgerade der 
beiden übrigen. 

Einem achten Punkte entspricht, wie im Eingange bemerkt worden. 
im Allgemeinen nur ein neunter, denn gäbe es deren zwei. so exislirlen 
zwei Curven dritten Grades, welche zehn Punkte gemein hälten. Diess ist 
unmöglich, wenn die Curven dritten Grades nicht zerfallen und einen Theil 
gemein haben, was durch die Annahme der Unabhängigkeit der sieben Grund- 
punkte von einander ausgeschlossen ist; denn die einzigen Curven dritten Grades 
welche durch die sieben Grundpunkte gehen und zerfallen, sind diejenigen. 
welche je aus einem Kegelschnitt durch fünf der Grundpunkte und der Ver- 
bindungsgeraden der beiden übrigen bestehen. Dass diese niemals einen Theil 
gemeinschaftlich haben können, ist klar. 

Wenn aber die ausgesprochene Eindeutigkeit keine Ausnahme zulassen 
würde, so müssten (8) und (9) linear von einander abhängen, d. h. wenn (8) 
eine Gerade beschreiben würde. so müsste (9) ebenfalls in einer Geraden 
sich bewegen, was durch die obigen Sätze 1. und 2. widerlegt ist. Dass die 
Grundpunkte selbst diese Ausnahmefälle ergeben, ist leicht abzusehen. In 
der That: Betrachtet man die Curve C,, welche durch die Punkte (2) —(7 
geht und in (1) einen Doppelpunkt besitzt, so hat dieselbe mit irgend einer 
anderen der Curven dritten Grades durch (1)—(7) neun Punkte gemein 
nämlich (2)—(7) einfach, (1) doppeit (als (1) und (8) gezählt) und noch 
einen Punkt (9) welcher nothwendig auf €, liegen muss. Alle Curven nun 
durch (1) bis (7) und (9) haben also in (1) zwei Punkte gemein, d.h. sie 
berühren sich dort. Da nun aber umgekehrt (9) auf unserer speciellen ©, 
beliebig gewählt werden kann, und dann stets (8) mit (1) zusammenfallen 
muss, so folgt: 

3. Fällt von den neun Durchschnittspunkten zweier Curven dritten 
Grades, von denen sieben fest sind, der achte mit einem der festen, z. B. mil 
(1) zusammen, so liegt der neunte auf der Curve dritten Grades, welche durch 
(2)—(7) geht und (1) zum Doppelpunkte hat. 

Der Satz ist auch in der Umkehrung richtig, was sich in der obigen 


Betrachtung von selbst versteht. 


11. 
Man ist nun in den Stand gesetzt, die gestellte Aufgabe zu lösen, denn 
diess ist geschehen, sobald man angeben kann, in welcher Curve Ü, sich (9 
bewegt, wenn (8) eine beliebige Gerade @ durchläuft. Die Gerade @ schneidet 
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die ©,. welche durch (2) — (7) geht, und (1) zum Doppelpunkte hat. in drei 
Punkten. und jedem derselben entspricht (1), also ist dieser ein dreifacher 
Punkt von ©,: dasselbe gilt für jeden der Punkte (2) bis (7). Bewegt sich 
nun (9) auf einer zweiten Geraden @, so erhält man eine zweite Curve (O\,, 
welche €, in x Punkten schneidet. Einer davon ist derjenige Punkt, wel- 
cher dem Durchschnittspunkte von @ und @’ entspricht, die andern fallen mit 
den Grundpunkten zusammen. Jeder derselben ist sowohl dreifacher Punkt 
von C, als von C,, aıso sind in ihm neun Durchschnittspunkte der beiden 
Curven vereiniel, und es ist 

x = 1+7.9 oder 

ea 

4. Bleiben von den neun Durchschnitispunkten zweier Curven dritten 
“rades sieben fest, während der achte eine Gerade G@ beschreibt, so durchläuft 
der neunte eine Curve achten Grades Ü,. welche die sieben festen zu drei- 
fachen Punkten hat 

Man kann ohne Weiteres die folgenden speciellen Sätze hinzufügen: 

(Geht G durch einen der Grundpunkte, z. B. durch I), so zerfällt die 
C, in die C,, welche durch (2) — (7) geht und (1) zum Doppeipunkte hat, und 
eine O,, weiche \2) bis (7) zu Doppelpunkten hat und durch (1) geht, 

und ferner was den Salz 1) ergänzt: 

(reht G durch zwei der Grundpunkte, z. B. (1) und (2), so zerfällt C; 
in zırei leicht zu bestimmende Curven dritten Grades, welche je (1) oder (2 
zu Doppelpunkten haben, und einen Kegeischnitt dureh die Pımkte (3)—(T). 

IH. 

Das Hauptresultat des vorigen Paragraphen hätte man auch wie folgt 
erhalten können: durch die festgestellte Beziehung entspricht jedem beliebigen 
Punkte der Ebene als \8) aufgefasst nur ein einziger Punkt (9). mit Ausnahme 
der Grundpunkte, deren jedem eine Curve Ü, von noch unbesiimmten Grade 
y entspricht. Jeder Geraden in der Ebene wird dann eine Öurve C, vom 
(Grade x zugehören, also auch einer Geraden, welche zwei der Grundpunkte 
enthält. Die zugehörige Ü, muss aber zerfallen. und zwar in die zwei den 
angenommenen zwei Grundpunkten entsprechenden C, und den Kegelschniti 
der fünf übrigen Grundpunkte. Es ist also: 

(e.) z= WY+2. 
Da einer Geraden eine Curve vom x” Grade entspricht. so wird einer 


len 


Curve vom n'" Grade. wie leicht zu beweisen ist. eine Curve vom »n.x 

























ERS ER ER S R 


EI he ru 


TE 








Geiser, über zwei geometrische Probleme. S1 


Grade entsprechen, also speciell einem Kegelschnitte eine Curve 2x" Grades. 
Geht nun der Kegelschnitt durch fünf der Grundpunkte, so entspricht ihm eine 
O,,., welche zerfällt, und zwar in die fünf C, der angenommenen Grundpunkte, 
und die Gerade der beiden übrigen. Es ist also: 

(P.) 2z = y-+1. 
Aus den beiden Gleichungen («.) und /P.) zieht man 2=8 und y= 3. was 
mit den beiden bereits gelundenen Resultaten übereinstimmt. Man kann übrigens 
jetzt aus der Formel (/3.) folgenden Satz herleiten, welcher in gewisser Be- 
ziehung den Satz 2. ergänzt: 

5. Wenn von den neun Durchschnittspunkten zweier Curven dritten 
(Grades sieben fest bleiben, während der achte einen Kegelschnitt beschreibt, so 
durchläuft der neunte eine Curve sechszehnten Grades, U,;, welche die sieben 
festen Punkte zu sechsfachen Punkten hat. Wenn insbesondere der Kegelschnitt 
durch fünf der Grundpunkte geht, so zerfällt die C,, in fünf leicht zu bestimmende 
Curven dritten Grades und die Gerade der beiden übrigen Grundpunkte. 

Unter Anwendung des Satzes 4. und vermittelst einiger bekannter 
Principien lässt sich nun die gestellte Aufgabe für jedes beliebige Gesetz der 
Bewegung des Punktes (8, vollständig lösen, worauf aber des geringen In- 
teresses wegen hier nicht eingegangen werden soll. 

IV. 

Wir wollen noch die Frage beantworten: Giebt es Punkte (8), welche 
mit ihrem entsprechenden Punkte (9) zusammenfallen? Die Betrachtungen, 
welche den Satz 3. in $. Il. zur Folge hatten. geben hierüber vollständige 
Auskunft. Fallen nämlich die Punkte /S) und (9) zusammen. so construire 


man die C,, welche durch (1) bis (6) geht und (8) zum Doppelpunkte hat. 


Diese hat mit irgend einer anderen Curve der Schaar (1)— (9) zunächst die 
acht Punkte (1) -—(6,. (8) und 9) gemein und gehört also selbst dieser Schaar 
an. d. h. sie geht auch durch (7). Wenn also (8) und 9) zusammenfallen 


sollen, so muss (8) ein Doppelpunkt irgend einer Curve dritten Grades durch 
(1)—(7) sein. Das Umgekehrte versteht sich von selbst. 

Unter Zuhülfenahme des Steinerschen Satzes: Soll eine Curve dritten 
Grades durch gegebene sieben Punkte gehen, und einen Doppelpunkt haben, so 
ist der Ort dieses Doppelpunktes eine Curve sechsten Grades, welche die sieben 
Punkte zu Doppelpunkten hat,“ folgt nun: 

6. Sollen von den neun Durchschnittspunkten zweier Curven dritten 


Grades, von denen sieben fest sind, die beiden übrigen zusammenfallen, so ist 
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der Ort dieser zusammenfallenden Punkte eine Curve sechsten Grades, welche 
die sieben Grundpunkte zu Doppelpunkten hat. 

Von der Curve sechsten Grades lassen sich übrigens sofort noch eine 
Reihe von Punkten angeben. Man lege nämlich durch je fünf Grundpunkte einen 
Kegelschnitt. und durch die beiden übrigen eine Gerade, so haben Kegelschnitt 
und Gerade zwei Punkte gemein. welche der Curve sechsten Grades ange- 
hören; da eine solche Zusammenstellung auf 21 verschiedene Arten möglich 
ist, so erhält man zu den sieben Doppelpunkten noch 42 einfache Punkte. 


F: 
Es ist stets angenommen worden, dass die sieben Grundpunkte von 
einander unabhängig seien. Einzelne Ausnahmen sollen hier noch behandelt 


werden. 

a. Drei der Grundpunkte z. B. (1), (2), (3) liegen auf einer Geraden. 
Die drei Curven dritten Grades, welche dann diesen drei Punkten entsprechen, 
zerfallen je in einen Kegelschnitt und eine Gerade, die leicht zu bestimmen 
sind. Liegt nun ein Punkt (8) auf der Geraden (123). so entspricht ihm 
nothwendigerweise diese ganze Gerade. Daraus folgt auch, dass die einer 
beliebigen Geraden entsprechende C, in eine Gerade und eine Curve siebenten 
Grades zerfällt. Einem beliebigen Kegelschnitte durch (4) (5) (6) (7) ent- 
spricht eine C,,, welche aus vier leicht zu bestimmenden Curven dritten Grades, 
der doppelt gelegten Geraden (123) und dem Kegelschnitte selbst besteht. Die 
C,;. welche der Ort der sich selbst entsprechenden Punkte ist, zerfällt in die 
Gerade (123) und eine (, etc. 

b. Die sechs Grundpunkte (1) — (6) sollen auf einem Kegelschnitte 
liegen. Einem Grundpunkte des Kegelschnitts entspricht dann eine C,. welche 
in den Kegelschnitt selbst und eine Gerade zerfällt. Einem Punkte auf dem 
Kegelschnitt entspricht der ganze Kegelschnitt; zu einer beliebigen Geraden 
gehört eine C,, welche in den doppelt gelegten Kegelschnitt und eine C, zer- 
fällt. Einer der Geraden durch (7) gehört eine C, zu, welche aus einer C;, 
dem doppelt gelegten Kegelschnitt und einer Geraden besteht. — Die (, zer- 
fällt in &,+C,. 

c. Die sieben Grundpunkte mögen folgendermassen vertheilt sein: (1), 
(2), (3) bilden die Ecken eines Dreiecks in der Weise, dass (6) auf der Seite 
(23), (5) auf (31), (4) auf (12) liegt, während (7) der Durchschnitt ist von 

\ 


(16). (25) und (34). Den Grundpunkten selbst entsprechen jeweilen drei 
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Gerade. Irgend einem Punkte auf einer der sechs Geraden, welche je drei 
der Grundpunkte enthalten, entspricht die zugehörige Gerade selbst. Die Curve 
der sich selbst entsprechenden Punkte besteht aus diesen sechs Geraden. Die 
C, einer beliebigen Geraden besteht aus denselben sechs Geraden und einem 
Kegelschnitt durch (4), (5), (6): einem Kegelschnil! durch (1237) entspricht 
eine Cs, welche zerfällt in die sechs Geraden, jede doppelt gezählt, und eine 
C, mit (456) als Doppelpunkten. 

d. Ebenso leicht diseutirt man den Fall, wo (123456) auf einem 
Kegelschnitte liegen, während die Geraden (14). (25). (36) sich in dem 
Punkte (7) treffen *). 


Ein der behandelten Aufgabe analoges Problem bieten die Flächen 
zweiten Grades. Wenn von den acht Durchschnittspunkten dreier Flächen 
zweiten Grades sieben gegeben sind, so ist durch sie der achte im Allgemeinen 


sten 


eindeutig bestimmt, und durch Herrn Zlesse ist im 26°" Bande dieses Journals 
gezeigt worden, wie derselbe linear construirt werden kann. Die gegenseilige 
Abhängigkeit von acht solchen Punkten ist ebenfalls von Herrn Hesse in seinen 
„Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes“ (16 Vorlesung) unter- 
sucht worden. Eine neue Behandlung des Gegenstandes giebt die nachfolgende 
Lösung unserer zweiten 

Aufgabe: 

Von den acht Durchschnitispunkten dreier Flächen zweiten Grades sind 
sechs von einander unabhängige fest, während der siebente nach einem be- 
stimmten Gesetze sich bewegt. Wie verändert der achte seine Lage? 

Es genügt übrigens vollständig, wenn man die Aufgabe löst unter der 
Voraussetzung 1.. der siebente Punkt beschreibt eine willkürliche Gerade, 
2., der siebente Punkt beschreibt eine willkürliche Ebene, weil dann nach be- 
kannten Principien die Bewegung des achten Punktes für jede beliebige Ver- 


änderung des siebenten bestimmt werden kann. 


v1. 
Bevor wir auf die Beantwortung dieser Frage näher eingehen. unter- 
suchen wir, in welchen verschiedenen Weisen sich drei Flächen zweiten 
Grades schneiden können. Zunächst sind die folgenden Fälle zu erwähnen: 


*) Es mag hier noch bemerkt werden, dass die Fälle ©. und d. gewissermassen 
als geometrische Verwandtschaften zweiten und ersten Grades aufgefasst werden können. 


a 
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1. Die Flächen zweiten Grades fallen ihrer ganzen Ausdehnung nach 
zusammen. 

2. Sie haben eine Raumecurve vierten Grades (die auch in bekannter 
Weise in Theile zerfallen kann) gemein, d. h. sie gehören zu demselben 
Büschel. 

3. Sie haben nur acht Punkte gemein. — 

Es kann nun auch eintreten. dass die drei Flächen je in zwei Ebenen 
zerfallen. und zwar so, dass sie eine derselben gemein haben: dann besteht 
der Durchschnitt aus dieser Ebene und einem Punkte oder einer Geraden, je 
nachdem die drei zweiten Ebenen einen Punkt oder eine Gerade gemein 
haben. Dieser Fall tritt übrigens bei der gestellten Aufgabe nicht ein, da 
wir die Unabhängigkeit der sechs Grundpunkte voneinander voraussetzen. — 
Aber es kann vorkommen, dass die drei Flächen eine Raumcurve von nie- 
derem Grade als dem vierten gemein haben, und diesen Fall müssen wir hier 
noch berücksichtigen. 

4. Haben drei Flächen zweiten Grades. die nicht demselben Büschel 
ancehören. eine irreductible Raumeurve dritten Grades gemein, so schneiden 
sie sich ausserhalb derselben in keinem weiteren Punkte mehr. Denn wäre 
ein solcher vorhanden, so könnte man durch ihn eine doppeltschneidende 
Gerade der Raumecurve dritten Grades legen, welche dann allen Flächen an- 
gehören müsste. so dass diese demselben Büschel entnommen wären, was 
ausgeschlossen ist. 

5. Die Flächen haben einen Kegelschnitt X, und eine Gerade @, welche 
K. in einem Punkte trifft. gemein: alsdann schneiden sie sich aus demselben 
Grunde wie vorhin in keinem weiteren Punkte mehr. Dies hat auch seine 
Gültigkeit. wenn K, in zwei sich schneidende Gerade zerfällt. 

6. Die Flächen haben einen Kegelschnitt gemein, (der auch in zwei 
sich schneidende Gerade zerfallen kann), dann schneiden sie.sich ausser- 
dem noch in zwei Punkten, weil zwei Kegelschnitte, die derselben Fläche 
zweiten Grades angehören, stets zwei Punkte gemein haben. 

7. Drei Flächen zweiten Grades treffen sich in zwei sich nicht 
schneidenden Geraden. dann ist kein Schnittpunkt ausserhalb derselben vor- 
handen. In der That: denn sonst könnte man aus ihm eine Gerade ziehen, 
welche die beiden ersten trifft, und diese würde dann allen dreien gemein 


sein. was auf den Specialfall in 5. führt. 
8. Die Flächen haben eine Gerade gemein. Je zwei von ihnen 
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schneiden sich ausserdem noch in einer Raumeurve dritten Grades. Da nun 
dieselben nach einem Satze von Chasles *) vier Punkte gemein haben, so folgt. 
dass sich die drei Flächen zweiten Grades ausser der Geraden noch in vier 
Punkten schneiden. 

vn. 

Es ist jetzt festzustellen. ob und welche Ausnahmefälle die eindeutive 
Beziehung zwischen dem siebenten und dem achten Punkte erleiden könne. 
Man sieht sofort ein, dass zunächst einem der sechs Grundpunkte, wenn der 
siebente Punkt mit ihm zusammenfällt, nicht bloss ein einziger achter Punkt, 
sondern eine ganze Fläche zugehört. Es giebt nun auch Punkte, denen Curven 
entsprechen, und zwar ergeben sich dieselben aus folgenden Sätzen: 

I. Hat eine irreductible Raumcurve dritten Grades mit einer Fläche 
zweiten Grades sieben Punkte gemein, so gehört sie ihrer ganzen Aus- 
dehnung nach dieser Fläche an. 

2. Hat eine Gerade mit einer Fläche zweiten Grades drei Punkte 
gemein, so ist sie eine (serade dieser Fläche. 

Wählt man also zunächst (7) auf der irreduetiblen Raumeurve dritten 
Grades C,, welche durch die sechs Grundpunkte (1) bis (6) gelegt werden 
kann. so haben alle Flächen zweiten Grades durch die sieben Punkte die C, 
gemein, und zwar nach VI, 4 keinen weiteren Punkt, d. h.: 

Liegt von den acht Durchschnittspunkten dreier Flächen zweiten Grades 
der siebente auf der Raumcurve dritten Grades, welche durch die sechs ersten 
gelegt werden kann, so erfüllt der achte diese haumcurve ganz. 

Liegt ferner (7) auf der Verbindungsgeraden @ zweier Grundpunkte, 
z. B. (1) und (2), so haben alle Flächen zweiten Grades durch \1)— 7) die 
Gerade (12) gemein, und können sich ausserdem nach VI, 8. nur noch in 
den Punkten (3). (4). (5). (6) schneiden, d. h. 

Liegt von den acht Durchschnittspunkten dreier Flächen zweiten Grades 


*) Der citirte Satz lautet: Zwei Raumcurven dritten Grades €, und €, welche 


auf demselben Hyperboloid H liegen, haben vier oder fünf Punkte gemein, je nach- 
dem sie von derselben Schaar oder von verschiedenen Schaaren der (Greraden des 
Hyperboloids doppelt geschnitten werden. Der Beweis kann wie folgt geführt werden: 
Man lege durch €, irgend ein zweites Hyperboloid H’, welches H ausser in €, noch 
in einer Geraden @ schneidet. H’ wird nun von C, ın sechs Punkten getroffen, 
welche offenbar auf @ und C, liegen. @ schneidet (, in zwei, und C, in zwei oder 
einem Punkte, je nachdem der erste oder der zweite der angeführten Fälle eintritt, 
so dass wirklich für die Schnittpunkte der beiden Raumcurven vier oder fünf Punkte 
übrig bleiben. Unser Fall erledigt sich dadurch leicht. 
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der siebente auf der Verbindungsgeraden von zweien der sechs ersten, so er- 
füllt der achte diese Verbindungsgerade ganz. 

Da aber fünfzehn Verbindungsgeraden der sechs Grundpunkte möglich 
sind, so folgt. dass die Ausnahmepunkte der eindeutigen Beziehung bestehen 

1. aus den sechs Grundpunkten, deren jedem eine Fläche F, von 
noch unbestimmtem Grade y entspricht; 

2. aus den Punkten der C, deren jedem die C, zugehört: 

3. aus den Punkten der fünfzehn @, deren jedem die zugehörige 
Gerade entspricht. 

Die Betrachtungen in VI. lehren zudem, dass keine weiteren Ausnahme- 
fälle möglich sind. 

vl. 

Wir fügen zu den Ergebnissen in VIl. noch folgenden Satz: 

bewegt sich \T) in der Ebene, welche durch drei der Grundpunkte, z. B. 
(1). (2). (3) geht, so durchläuft (8) die Ebene der drei anderen (4), (5). (6). 

Dem Flächensystem zweiten Grades durch (1)— (6) gehört nämlich auch 
die Fläche an. welche aus den beiden Ebenen (123) und (456) besteht, also 
muss (8) in einer dieser beiden liegen. Wäre aber (8) in der Ebene (1237) 
gelegen, so hätten die sämmtlichen Flächen den Kegelschnitt durch (12378) 
und die Punkte (456) gemein (resp. einen durch dieselben bestimmten zweiten 
Kegelschnitt), was nach VI, 6 ausgeschlossen ist, folglich liegt (8) in der Ebene 
(456). Eine Vervollständigung dieses Satzes wird übrigens in IX. gegeben 
werden. 

Lässt man jetzt (7) auf der Schnittgeraden @' der Ebenen (123) und 
(456) sich bewegen, so wird (8) auf eben dieser Geraden bleiben, und zwar 
wird (7) stets sich selbst entsprechen, d. h. mit (8) zusammenfallen, was nach 
dem vorigen Beweise an sich klar ist. 

Für jede der zwanzig Ebenen also. welche drei der Grundpunkte ent- 
halten, und für jede der zehn Geraden @ (ausser den fünfzehn @), in welchen 
zwei solche Ebenen sich schneiden, ist die gestellte Aufgabe gelöst. 


IX. 

Wenn (7) eine beliebige Ebene e durchläuft, so beschreibt (8) eine 
Fläche F, von noch unbekanntem Grade x. Da e und C, sich in drei Punkten 
schneiden, so hat F, die C, zur dreifachen Curve. Ferner schneidet e jede 
der Geraden @ in einem Punkte, dem @ entspricht, also liegen sämmtliche 





j 
= 
R 
& 
z 











Getiser, über zwei geometrische Probleme. 87 


fünfzehn Geraden @ auf F,. Da jeder Ebene eine F, entspricht, so wird 
das auch der Fall sein müssen, für diejenigen, welche drei der Grundpunkte 
enthalten. Tritt dies ein, so zerfällt F\ in eine Ebene (die Ebene der drei 
anderen Grundpunkte) und drei F, (die den ersten drei Grundpunkten ent- 
sprechen). Es ist also 
z = dy-+1. 

Einer beliebigen Geraden g entspreche eine Raumeurve C, von noch 

zu bestimmendem Grade 2. Da g jede F 


„ in y Punkten schneidet, so ist jeder 
der Grundpunkte ein yfacher Punkt der C.. Jeder beliebigen Geraden ent- 
spricht eine C,, also auch einer der Geraden @; es ist aber klar, dass dann 
C. zerfällt, und zwar 1. in @ selbst, und da @ sechs der Geraden @ trifft. 
2. in sechs der Geraden @, so dass also C. als eine Raumeurve siebenten 
Grades erscheint. 

Zwei beliebigen Ebenen entsprechen zwei F, und diese schneiden sich. 
wenn sie irreductibel sind (was offenbar der Fall ist, wenn die beiden Ebenen 
keinen der Grundpunkte gemeinsam enthalten), in einer Raumeurve vom x?" 
Grade. Diese Raumeurve zerfällt aber, denn die beiden F, haben gemein: 

l. Die C,, welche für jede der beiden F, eine dreifache Curve ist. 
und die also in der Schnitteurve neunfach auftritt, d.h als Raumcurve vom 
siebenundzwanzigsten Grade. 

2. Die fünfzehn @ einfach gezählt, 

3. die C;, welche der Schnittgeraden der beiden Ebenen entspricht, 
so dass also 

x —=27 +15+7=49 


und 


ist. ‚Da aber 
z = +1, 
so findet man 
yon 

Was nun noch die Flächen zweiten Grades anbetrifft, welche einem der 
Grundpunkte entsprechen, z. B. diejenige, welche von (1) abhängt. so erkennt 
man leicht. dass ihr die Geraden (12), (13). (14). (15). (16) ganz ange- 
hören (ebenso die C,), so dass dieselbe offenbar nichts anderes ist als der 
Kegel, welcher (1) zum Mittelpunkte hat, und durch die übrigen Grundpunkte 
geht, wodurch er vollständig bestimmt ist. 
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X. 

Alles zusammengefasst (wobei einzelne der früheren Sätze wiederholt 
werden) ergeben sich folgende Resultate: 

I. bleiben von den acht Durchschnittspunkten dreier Flächen zweiten 
(Grades (durch welche eine doppelt unendliche Schaar solcher Flächen gelegt 
werden kann) sechs, welche von einander unabhängig sind, fest, so ist der achte 
im Allgemeinen eindeutig bestimmt, sobald der siebente gegeben wird. Dies 
erleidet folgende Ausnahmen: 

a. Fällt der siebente Punkt mit einem der sechs Grundpunkte zusammen, so 
kann der achte beliebig auf demjenigen Kegel zweiten Grades angenommen werden, 
welcher diesen Grundpunkt zum Mittelpunkte hat, und durch die fünf übrigen geht. 

b. Liegt der siebente Punkt auf der irreductiblen Raumcurve dritten 
Grades, welche durch die sechs Grundpunkte geht, so kann der achte Punkt 
auf dieser Raumcurve willkürlich gewählt werden. 

c. Wird der siebente Punkt auf irgend einer der fünfzehn Yerbin- 
dungsgeraden der sechs Punkte zu zweien angenommen, so kann der achte auf 
dieser Verbindungsgeraden willkürlich gewählt werden. 

2. beschreibt der siebente Punkt irgend eine Ebene, so durchläuft 
der achte eine Fläche vom siebenten Grade, welche die Raumecurve dritten 
Grades durch die sechs Grundpunkte zur dreifachen Curve hat, und zudem die 
fünfzehn Veerbindungsgeraden dieser Punkte einfach enthält. 

3.  Dewegt sich der siebente Punkt auf einer beliebigen Geraden, 
welche keinen der Grundpunkte enthält, so durchläuft der achte eine Raum- 
curve siebenten Grades, welche die sechs Grundpunkte zu Doppelpunkten hat. 

X. 

Man kann auch nach den Punkten \7) fragen, welche mit ihren ent- 
sprechenden Punkten (8.) zusammenfallen. Zur Beantwortung nehme man an, 
dass für einen Punkt (7) das Verlangte eintreffe, dann kann man durch (2), 
(3) (4), (9), (6) einen Kegel zweiten Grades mit dem Mittelpunkte (7) legen. 
Dieser hat nun mit der doppelt unendlichen Schaar von Flächen zweiten 
Grades durch (1) bis (8) sieben der gemeinschaftlichen Punkte gemein, näm- 
lich (2) bis (8). also auch den achten (1)*). Die Frage, welche wir uns 


*) Diese Betrachtung ergiebt unmittelbar und unabhängig von den früheren Ent- 
wickelungen, dass einem der Grundpunkte der Kegel zweiten Grades entspricht, welcher 
ihn zum Mittelpunkte hat und durch die fünf übrigen geht. Die Gleichung z=3y-H1 
führt dann sofort auf einen der beiden gesuchten Hauptsätze in IX. 
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oestellt haben. ist also eleichbedeutend mit der anderen: Welches isi der Ort 
der Mittelpunkte der Kegelflächen zweiten Grades, welche durch sechs von- 
einander unabhängige Punkte im Raume gelegt werden können? Eine syn- 
thetische Lösung derselben findet sich in der zürcherischen Vierteljahrssehrift. 
Bd. X: ihr entnehmen wir einige der nachfolgenden Angaben: Der gesuchte 
Ort ist eine Fläche vierten Grades F,, welche enthält: 1. die irreduetible 
Raumeurve dritten Grades durch die sechs Grundpunkte, 2. die fünfzehn Ver- 
bindungsgeraden. welche dieselben zu je zweien verbinden, 3. die zehn Ge- 
raden, in denen sich je zwei Ebenen schneiden. welche zusammen alle sechs 
Grundpunkte enthalten. Zufolge des Satzes: „Enthält eine Fläche drei durch 
einen Punkt gehende Gerade, welche nicht in derselben Ebene liegen, so ist 
ihr Schnittpunkt ein Doppelpunkt der Fläche“, sind die Grundpunkte Doppel- 
punkte der betrachteten Fläche F,. — Wenn nun F, die einer Ebene e ent- 
sprechende Fläche nach obiger Beziehung ist, so schneidet sie die F, in einer 
Raumeurve vom achtundzwanzigsten Grade. Diese besteht aus der drei- 
fachen Raumecurve dritten Grades (Ü,. den fünfzehn Verbindunosgeraden @ der 
Grundpunkte, einfach gezählt, und der ebenen Curve vierten Grades. in welcher 
sich e und F, treffen. F- hat aber ausser dieser Curve noch eine Curve 
dritten Grades mit e gemein, die, wie man leicht erkennt, aus den drei Ge- 
'aden besteht, welche die drei Durchschnittspunkte von e mit ©, untereinander 


verbinden. 
Eine Reihe von interessanten speciellen Fällen. welche die durchge- 


führte allgemeine Entwickelung gewährt, kann hier des Raumes wegen nicht 
näher erörtert werden. 
Zürich, den 20. October 1866. 
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Darstellung symmetrischer Functionen durch die 
Potenzsummen. 


(Von Herrn Hermann Hankel in Leipzig.) 


Bekanntlich hat Waring in seinen „meditationes algebraicae* 1770 
eine Formel gegeben, durch welche jede homogene, rationale ganze, sym- 
metrische Function der Wurzeln &,. &. ... 7, einer algebraischen Gleichung 
als Function der Potenzsummen und zwar durch eine Summe von Producten 
solcher dargestellt wird. In einer viel übersichtlicheren, aber, wie es scheint, 
bisher noch nicht bemerkten Weise kann man dieselbe Aufgabe mit Hülfe von 
Determinanten lösen. 

l. Es lässt sich nämlich jede symmetrische Function 


Ü& ad 14 
“n 


an ie 


wo unter dem Summenzeichen alle möglichen Combinationen und Permuta- 
iionen der Wurzeln x,... x, an Stelle von &,...x, zu setzen sind, durch 


eine Summe von Determinanten ausdrücken, welche aus 
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hervorgehen, wenn man die «&,. ... a, auf jede Weise permutirt; und zwar 


ist diese Summe: 
+ ln... u). 


Die wirkliche Darstellung gestaltet sich auf diese Weise keineswegs so com- 
plieirt, als es auf den ersten Blick scheinen könnte. So hat man z. B. um 
Sirreaiee 


durch die Potenzsummen darzustellen. zunächst die Determinante: 


; 
3 
i 
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9a 1 0 0 0 
ıSa+b 8 2 0 0 
Sa+b+e She 8. 3 0 
Sarb +e+d Shte+d 8. 4d $, 4 


Mr au; S54 c+d+e So d+e Si+4e S,| 


in N S o S S SE. A > S > > m. 3 > {) a d) m # ‘ o ) ) ] ) > » > l 
— 999.9 Jde ) $,8,9.844e ER 5,9% 8.8.17 T “8.,818.$51, T $ 519,9, hf 
+ 1125,8,8.44re+ 6808280 4040 + 2848: 8arrc\ 
2 {248.8,.; e+dq+ + 68,8, Hb+cH af | 188. Sp-+eSd-te 4 As... WIDE u JS, Sa+bIe4 1j 


— 128,408. 40re + 88are8ar0r0} + 2ASardrc+d4- 

zu entwickeln. Dann hat man alle Permutationen der a, b, e, d, e vorzu- 
nehmen und zu addiren; dabei wird z. B. aus s,s,s,s.,. jedes Product dieser 
Form also s,s,s.s,;;,. nur einmal erzeugt, wenn zunächst die Vertauschbarkeit 
der Factoren s,, s,,. s. und der Summanden d und e in s,., ienorirt wird. 
Ebenso wird aus s,8,8.8;,. und $,8,8,.8,,, in diesem Sinne das Product 
$,8,8.8;.. nur einmal erhalten. In der Summe wird dasselbe sonach mit dem 
"actor 44+3+2+1= 10 erscheinen, und so überhaupt: 

9lla,b,c,d,e) = Z1s,5,8.8148.— 108,8,8.81;.+208.838.14;. 


au 308,8} ET a 1 8.5, .eSare— ROS,438. N +1 | 2As..; a 


wo in dieser Summe alle möglichen Permulationen zu bilden sind. Da aber 
die sämmtlichen so entstehenden Glieder von der Form s,s,s.s,;s. identisch sind. 
so ist Is,5,8.8,8. = Ö!s,8,8.8,8.: Da ferner die Permutalionen von a, b, c 
einerseits und c, d andererseits. das Product s,s,s.s;,;. in Wahrheit nicht 
ändern. so wird dasselbe 3!2!mal in der obigen Summe erscheinen und so 


u. \ r \ . 4 . 
PM m PIE 12N5.8,5.51.. sein. wenn unler N nur die Summe der wirk- 


lich verschiedenen Producte verstanden wird. Ebenso wird jedes Produel 
8,858... In obiger Summe 2!3!mal gebildet, s,s,,.,.,. 4!mal; in s,8,,.84;. 
wird man sowohl 5 und e als auch d und e, sowie auch überdies diese beiden 
Gruppen b-+e und d-++e mit einander vertauschen können, ohne dass ein an- 
deres Product erhalten wird; dasselbe wird daher 2!2!2!mal in der obigen 
Summe erzeugt. Ferner erhält man s,,,8.44;. 2!3!mal und endlich s,;44c4+4+. 


9!mal, so dass man: 
& 
(a, b, C, d, e) zo $, $, 8.818: Ns. $, $.844 .+2 Ns, $, Sc+d+e 


Y Q j \ 
a 6 Ns, Sp+c+d+et % SaSp+ceSare 2 % Su +b Sc+d+ .t 24s,,; b+ce+d+e 
ia” 








92 Hankel, Darsiellung symmeirischer Functionen durch die Potenzsummen. 


Iindet, wo sich die Summen überall auf die Bildung aller wirklich verschie- 
denen Glieder derselben Form beziehen. 

Ein besonderer Fall unserer allgemeinen Formel ist schon bekannt: 
Wenn nämlich alle Exponenten «@,. ... @«„=1 und damit auch alle Deter- 


minanten der obigen Summe einander gleich sind. so erhält man: 


S] I 0 . . . (0 

| | 

. 82 8; 2 Ferm, ; 
— LıTo...%. >| t 
Tr er 6; 


Diese Summe ist aber nicht unmittelbar der »' Coefficient der algebraischen 
(sleichung, deren Wurzeln :r,. ©. .... .r, sind, sondern das »!fache desselben: 
denn in der > hat man nicht allein alle Combinationen zu je », sondern auch 
alle Permutalionen innerhalb einer jeden Combination z,. ©, ... x, eintreten 
zu lassen. Aul diesen Umstand hat man überhaupt zu achlen, wenn man eine 
symmelrische Function (@,.... «,). in der nicht alle Exponenten von einander 
verschieden sind. durch die Summe von Determinanten darstellen will. 

ll. Um den obigen Satz I. nun allgemein zu erweisen, gehe ich von 
einer anderen Form desselben aus. Ich werde nämlich zeigen: 

Dass n—1l)!(a,.... @,) durch eine Summe von (n—1)! Determinanten 
von der Form \1.) dargestellt wird, welche man durch Permutation der Indices 
Cs... @,_, erhält, während der letzte Index «, und damit die letzte Ver- 
ticalreihe in den Determinanten überall unverändert bleibt. 

Dass hiermit zugleich die obige Form 1. des Satzes erwiesen wird, 
ist evident, denn man braucht, um diese zu erhalten, nur in jeder Determi- 
nante noch die Permulalionen von «, mit @,, -.. @,_, vorzunehmen. 

Was aber die jetzige Form betrifft. so kann dieselbe für »=2, 9 


leieht verifieirt werden: denn nach ihr ist: 


z | 
u? 1 
< KL, KL, a 1 a 2 _ 
— z l 4 ? as | BER h 79 Su Sa a» 
| Su +0, "a | 
| ] 
s | 0| Is | 0 
[#4 [74 
1 | 2 
® by „X „@ » > y | l | » > ° 
a'> 1 1 1 ‚2 Eı 3 S & Su 2 u. 35 & x re Sr 2 
z > 1 1 2 | | 2 1 
| | 
> | | > >» » 
J , 5 Y h) | | | s Pi Ss N 
Su @, En ( 9 Es = @, | | Ga ar 1 u 0. ! En En | 
> u > Ja I 
— S $ Ss | Ss — 5 5 | — 5 5 - Is, l N . 
2 We, Su, Ba Se, Sr, ra, . ag uf a,“ a4 a, ‘ a,ra,4 a.) 


Durch eine bekannte Schlussweise kann man hieraus die Formel allgemein 





i 
& 
I 
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erweisen mittels des Salzes: 


/$ f a, ı 
2.) we. EHE. VE oe > 
\ / \ m 1 n L/ \ 9. !ı > n l ı 


worin 2, eine beliebige, aber bestimmte Zahl aus der Reihe 1. 2. ... » be- 
zeichnet. und i,_, in der I lolgeweise die Werthe 1. 2,... », mit Ausschluss 


der für ö, gewählten Zahl zu durchlaufen hat, die Zahlen i,, ...i aber 
die übrigen (”—2) Zahlen aus 1, 2, ... » in irgend einer Reihenfolge be- 
zeichnen. 


Selzt man nun voraus, dass der Satz in der Il. Form für eine homo- 


’Y 


eene Function (a—1)'" Ordnung erwiesen isi. so hat man danach 





a, 
n-—-2)!(a,....0, „a +. 
/ ‚ 1 Il iv DR ty, 
Ss, | 0 v 
1 
) 
= = 
— du & $. & 27 N _ I a 
| ! B1- » 'y ) 1, 
| 
19, & Su & Sr La N & 
r t,, % 2, 27 I 1 mr ! 1 ı 


wo in dieser Summe ö., ... ö_, alle möglichen Permutationen der Zahlen- 
werthe 1. 2, ... z, mit Ausschluss der für ö,_, und ö, gewählten. zu durch- 
laufen haben. Durch Hinzufügung einer neuen vertikalen und horizontalen 


Reihe kann man für dieselbe Summe: 


R; (0) 0 0 
| 2 5 *) 
1 Sur T& Sr N . () 
— >> % In !ı- 

n —1 | 
Su s er 8, n— 1 
| ’ nl In- 2 Im—l 7 l 
| 
Sa re. +0 rn... Su @ @ Su [6 0 
| ’ Iı ın—?2 0, 1 !n in l 27 


schreiben. und man sieht daher. dass 


— rn 0 hr 
\ ı 2 2 


i n—? In—l 7 


wo die Summe in dem oben bei (2.) angegebenen Sinne zu nehmen ist. durch 


|$, ae 0 
N 
j l 
3.) 2. s n—1 
« J > 22 1\! Sa. ( « ( ı 
(n )® i, a n—1 
Su 4 +-a $, -& 0 
‘, 77 nl im 
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dargestellt wird, in welcher Summe jetzt &,, ... %,_, und ?,_, alle Permuta- 
tionen in der Zahlenreihe 1. 2, ... » mit Ausschluss des für ©, gewählten 


Werthes zu durchlaufen haben. 
Gilt ferner unser Satz Il. für eine Function (»—1)'" Ordnung, so gilt. 


wie schon bemerkt, für eben diese auch der Satz I.. es ist also: 


s ra 
1 \ 


Ma..ld, )) = ——2|: l 
ee =. | 





> > 
$ > } X . . . Su 
1, In—1 ’ 





n—1 


oder durch Hinzufügung einer horizontalen und einer vertikalen Reihe: 


18. ru 0 
| „N rn 
“-* 1 (n—1)! |8e +...+a SE Zei 
\ | 7 In— | In—1 
Sa + & Su +0 Sa 
i, !n In—1 !n „ 





f* 


wo das Summenzeichen sich auf dieselben Permutationen bezieht, wie in (3.). 
Die Determinanten in (3.) und (4.) unterscheiden sich nur in der letzten Co- 
lumne, können also sofort addirt werden und man erhält so nach (2.): 


E74 U] 
1 4 | 
h' de — . . | 
Gr...) = —— 2]: u 
’ (n—1)! 
Sa. 4 I-0r Sa 
| u" 2 7) 
worin :, irgend eine der Zahlen 1, 2, ... » bedeutet und ü,... &,_, die 
Permutationen der übrig bleibenden Zahlen zu durchlaufen haben. q. e. d. 


Leipzig, April 1865. 
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Note sur une transformation g&ometrique. 
(Par M. A. Cayley & Cambridge.) 


La» lecture de la Note de M. Hesse „Ein Uebertragungsprineip“* (t. 66. 
p. 15 de ce Journal) m’a sugger@ les remarques suivantes: 

Soient (a,. bi, ©, di)» (a. br. ©, d;). (a;. by, C,, d,;) des conslantes 
donnees, on peut supposer que les coordonnees (x,y) d’un point quelconque 
dans un plan soient exprimdes en fonclions des paramelres variables (u, © 
par les &quations 


a +bu+reo+dw a,—- b,u + 0,0 +d,ur 


l 
eo Mt. Ki it 3 ie Sei y = ———— . 
| we y) « de .r9- ) 
a,+bu+ec, | d,uv a, - b,u Fe,v- d,u 


En introduisant une nouvelle indelerminee s, ces equalions peuvent &lre Ecrites 


dans la forme: 


se = a +butcee-+dur, 
sy = %+bu+6v+d,ur, 
s = a,+b,u+c,0-+d;,uv. 


Pour des valeurs donnees des coordonnces (x, y) la quantite s est en general 
determinee par une equation quadratique,. et les paramelres x et © sont des 
fonctions lineaires donnees de s; il y a cependant deux cas partieuliers quil 
convient de distinguer. 
1°. L’equation quadraligque en s peut avoir la racine s— 0 et de- 
barassee de ce facieur se r@duire par consequent a une &qualion lineaire; ce 
cas particulier a lieu si la condition (abe)(bed) = (abd)(acd) est remplie. ou 
la notation (abe) designe le determinant 
a. di, 6) 
a, db, 0|- 


Dans ce cas a et vo sont des fonclions rationnelles de (x,y) et la Iranslor- 
mation a la signification geometrique suivante: 

En considerant deux droites quelconques L, M dans l’espace, ei en 
menant par le point donne (z,y) la droite unique @ qui rencontre ces deux 
droites on peut supposer que «a et © soient des parametres qui delerminent les 
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positions des points de rencontre sur les deux droites respeclivement; ce. a. d. 
que # soit la distance d’un point fixe sur la droite J au point de rencontre 
avec la droite @, et de m@me que © soit la distance d’un point fixe sur la 
droite M au point de rencontre avec la droite @. 

2°. Supposons bh: = bs: = b,:e, ou ce qui est au fond la meme 
chose ,— ca =0, »—,=0, b,—c;,=0: alors s est determinee par une 
equation simple, mais # et v ne sont plus des fonctions rationnelles de s; on 
voil que dans ce cas a-+v et we sont des fonctions ralionnelles de (x, y), ei 
que par consequent # et v sont les racines d’une equaltion quadratique qui 
contient (x, y) lineairement. On peut supposer que u el © soient les para- 
meires de deux points sur une droite donnee, ce. a. d. que x et © soient les 
distances de ces deux points respectivement a un point fixe situe sur la droite 
donnee: on a ainsi la transformation de M. Hesse. 

Je nai pas cherche la signification geometrique des formules generales. 


Cambridge, 10. octobre 1866. 




















Ueber die Transformation dritten Grades und die 
zugehörigen Modulargleichungen der Abelschen 
Funetionen erster Ordnung. 


(Von Herrn Königsberger zu Greifswald.) 


Nassten ich im 65°" Bande dieses Journals die nothwendiven und 
hinreichenden Bedingungen für das Bestehen algebraischer Gleichungen zwischen 
den oberen Integralgrenzen zweier in einander transformirbarer Abelschen 
Systeme erster Ordnung angegeben, behandelte ich in diesem Bande die 
rationale Transformation zweiten Grades, wobei sich mir zwei Hauptgattun- 
gen von Transformationen. für welche sich das transformirte ‘9 entweder 
durch eine Summe von vier #-Quadraten oder eine Summe von zwei J- 
Producten darstellen liess, und einfache Ausdrücke für die Zusammensetzung 
der Integralmoduln des neuen Systems aus denen des ursprünglichen ergaben. 
Da nun die Transformationen von unpaarem Grade sich wesentlich in der 
Art. wie sie zu behandeln. von denen paaren Grades unterscheiden. worauf 
ich in der vorliegenden Arbeit bei verschiedenen Punkten besonders aufmerk- 
sam machen werde, so beabsichtige ich den einfachsten Fall derselben. die 
Transformation dritten Grades. an dieser Stelle durchzuführen. einzelne bei 
der Behandlung derselben vorkommende Untersuchungen für jeden beliebigen 
unpaaren Grad anzustellen und endlich die in einfacher Gestalt sich ergebenden 
Modulargleichungen herzuleiten. welche in homogenen linearen Gleichungen 
zwischen vier Producten von je zwei #-Functionen bestehen, von denen die 
eine zu dem ursprünglichen. die andere zu dem transformirten Abelschen 


Systeme gehört. 
Setzi man mit Beibehaltung der schon früher vielfach von mir ge- 
brauchten Bezeichnungen: 
‚91 = 0ut 9ıTıt HaTıs Or = QOyt 9 ı1Tıt Ta. 
1.) | 92 = Ott O2Tıt OT, 0% = 0nF+ OnTıt OnTn, 
| Vu, = Out O1 Tut 0, Tı29 O4 = lat OT + OTa, 
O2 = On+0ORTıt OnTn, 04 = Qn4+ OpTat 0Ta. 
wobei die in diesen Ausdrücken vorkommenden Transformationszahlen 
000 © 
Journal für Mathematik Bd. LXVII. Heft 2. 13 
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den Bedingungsgleichungen genügen müssen 
Ss (Oia 0:3. 77; O1.) ae 0, P2 (Os. ja u, 01.0 O2.) —(, 


(2.) | P > (0, a — u...) 50, = (Pia 9. Hu01) = 
5 (Oi a 00)  ZF (Or Na — ra Ota) = 3 

a 

oder: 

| O1 Ia— 02a) =d, = (0. O1 I 0a) = O 
3.) s On0a 0a) LO 1Ta— O1a) = % 

a 
5 (0102-0102)  &E(0a Ta — 000) = 3% 

« . 


so sind die transformirten Moduln und Argumente durch die Gleichungen be- 


stimmt: 




















2" k ai q* = 
1 N 3(@,,v 1 an n. er 3(@,,d, w,,©,) } 
L” “) ı > - ‚7 -— 2 
I, 9, W,,W, w 9, W,®,, 
n u. ww, 0, —9W,,@, L. 9,0%, W,,0, 
1 .  Baacı . 
e N WW TI, W,, TI w,, 
(9.) \ ‚ ! I ! 
| BE 7 Del TE End u 
1? = . 22 nd 
09,79, Ww,, Tr PP ER Pe 


Sämmtliche Transformationen 4“ Ordnung *) lassen sich nun nach den von 
Eisenstein **) und Hermite ausgeführten Untersuchungen über die Zusammen- 
setzung linearer Substitutionen, wenn die in den obigen Gleichungen vor- 
kommenden Transformationszahlen in das System 


| 911 On , —Og 060. 
6 | 0 O2 0a 05 
f \ Pr er y 
\V, ' 

— 0a 02 022 0; 

| / / 

..: " 012 011 


gebracht werden, in eine Zahl von 

1+k+ +1 
nicht äquivalenten Klassen theilen, die so beschaffen sind, dass sämmtliche in 
einer Klasse befindlichen Systeme durch Transformationen aus einander abge- 
leitet werden können, deren Determinante die Einheit ist. Unter allen ein- 
ander äquivalenten Transformationen einer Klasse giebt es eine und nur 





*) Ich spreche hier von der allgemeinen Transformation k'*" Ordnung, weil die 
nachfolgende Aenderung der Hermiteschen Repräsentanten der nicht äquivalenten 
Klassen sich auf einen beliebigen Grad, insofern dieser ein unpaarer ist, erstreckt. — 


*#) s, die Monatsberichte der Berliner Akademie vom Jahre 1852. 

















a a Te ee 
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eine, für welche das Product der Glieder der Diagonalreihe gleich der Sub- 
stitutionsdeterminante 4°, sämmtliche Glieder zu der einen Seite der Diagonal- 
reihe =0, und die zu der anderen Seite derselben kleiner sind als diejenigen 
von ihnen. die auf derselben Horizontalreihe der Diagonale angehören, so dass 
Hermite zu folgenden reducirten Systemen gelangt: 

1000/1000 |% i0 6 )kVi TG 
0100104 ;001000%k": 


T.) | 
100500010 1004-00 10, 
00 0 «lo 00 «lo 0 0110004 
in denen die Zahlen i, ö, ©’ die Werthe 0, 1, 2. ... #—1 annehmen. 


Wenn auch diese die einfachsten Formen sind. die sich für die Reprä- 
sentanten der nicht äquivalenten Klassen finden lassen, so habe ich es doch 
bei meinen Untersuchungen über die Transformation für den Fall, dass # eine 
ungerade Zahl ist, wegen der Gleichförmigkeit der algebraischen Ausdrücke 
sowie der Form der Modulargleichungen (worauf ich noch am Ende der vor- 
liegenden Arbeit zurückkomme) als nothwendig erkannt, statt dieser Hermite- 
schen Systeme neue Repräsentanten für die einzelnen Klassen aufzustellen, die 
beziehungsweise aus den früheren durch die Anwendung der vier Transfor- 
mationen ersten Grades: 


Vila Je Zee 0 0/1 000 
0100 Y 100 ai 1000100 
NDR, 00 0 1 ai a 10 
ENTE | a ai Oil 





hergeleitet werden, wenn a eine Lösung der Congruenz: 

ak = —1 (mod. 8) 
ist, so dass ich als Repräsentanten der 14+%-+-4°+ 4° nicht äquivalenten Klassen 
jetzt folgende definire: 


1000/10 0 0||R i(ak+1) O0 W(ak+1) || O i(ak+1) Ü(ak-+1) 














0100//0 % i(ak+1) 0 0110 ie 0 k ö”(ak+1) i(ak-+1) 
005000 4 0  %k -iak+1) 0 0 1 Bl) 
0003100 0 ‚| 00 14 00 0 RN 


welche, wie man sieht, mit den früheren reducirten Systemen die Eigenschaft 
theilen, dass das Product der Diagonalglieder =4° und die Glieder zu der 
einen Seite derselben = 0 sind, während die dritte Bedingung, dass die Glieder 


der andern Seite im Restensystiem, dessen Modul das zugehörige Diagonalglied 
13 * 
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ist, enthalten sein sollen, für diese Repräsentanten nicht mehr erfüllt ist. — 
Für die Transformation dritten Grades wähle ich also als Repräsentanten der 
40 nicht äquivalenten Klassen die folgenden Systeme: 
1000/10 0 0113-850 -8J|30-85 —8 
\0100|j03-800100|03-8"-8 
0030 00 1 0/0053 810071 0 
oo03loo o Bo oo ı oo ı 


Setzen wir nun mit Hermite: 


\/I Ü,, . = .ir|-(e, ‚94 0,,0,)(0,,d, ? H0,,0,)- LM r FO, z0 ,)(0, 20 g +0,50, )] 
\ " 2} > 





8.) 

















I | 5 Jr, ‚(9,,0,+0,,0,) +2T, ,(0, ©, +0,,0,)(0,,0, +0,20, )+7, ,(0,,0,+0,,0,)| 
<F(0, v2, Ts Ta, ze )i> 
so gelten die für die /7-Function charakteristischen Gleichungen: 
| Ivo -+1, v.), = (-1"/7o, O%):; 
| H(0,0-+1), = (-Y" ZI(v1, d2):; 
How +T,%-+T.), = (1) Ile, 0), ra), 
| No -+T2,%+Ta)} = (1) II(o,,0),. et, 


worin die Zahlen m, n, p, q durch die Ausdrücke bestimmt sind: 


10.) 


I) | = ann nenn 
| p = - mo. —nlon+ mloa+mto uber — Bus 

Z- ı€ 22 MO ı O21 — 021 021 — 0» 02% 
BR 7 4 ' 1 / 

 ... O1 — MO: +m} O2 mi O1 = Pı1Pı ORPQn- 


Bringt man nun die Function /7T auf die Form: 


n) | s II(v,, ©)} 
(12.) 


/ er B> u 5 u am 4 Fa (Om+m)o, +(2n-+n)ı + S [m +m)?z, +22m+m)(2n+ N)T,, + (2n- n)’raa] 


mn 


m, ‚ne ’ 


so sind nach Hermite die ersten beiden Bedingungsgleichungen von selbst er- 
füllt, während die beiden anderen folgende Beziehungen zwischen den Coef- 
ficienten ergeben: 

| Anzz Zn Ins; Amn+s Zu Üben 


(1 3.) Antsny3 > An; 
oder 


A; u+a,3» +? — A..8 B) 
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so dass von den Coefficienten der für /J angenommenen Reihenentwickelung 
(12.), so lange wenigstens nur die Bedingungen (7.) berücksichtigt werden. 
Q unbestimmt bleiben, nämlich: 

Au Au Ar Au Au Ar Ay As Az 
Endlich liefert noch die Bedingung: 

(14) II—-o,—-o%)l = (-1)""1II(o,, v.); 
die Relation: 

FE le ae 5) A 


so dass von den 9 Üoeificienten nur fünf von einander unabhängig sind und 


sich also die Funetion // in die Form setzen lässt: 


16) Ho,o) = AR+AR+AR,+A,R,+AsR,. 


worin A,, A, ... A, noch unbestimmte Constanten, die von den anderweiti- 
sen Eigenschaften der Function // abhängen, und R,,. R,. ... R, unendliche 


Reihen bedeuten, die aus den Gliedern der für die //-Funclion angenommenen 
Reihe (12.) bestehen. 

Es kommt nun nach der von Hermite vorgezeichneten Methode darauf 
an, diese unendlichen Reihen mittelst des Prinzipes zu bestimmen, dass jede 


wg 


synektische Function von ®,, ©. welche den Bedingungen (10.) und (14.) ge- 

nügt, sich bis auf die Coefficienten A in der Form (16.) muss darstellen lassen. 
Bildet man das folgende Product: 
(17.) (v1, ©) (015 ds) (0, © 


) 
Kurt * PET TEEN 
I ‚,V,v, u n,v,v, 


in welehem die Indices der Bedingung unterworfen werden: 


) 
2,/ ut ututnt 9 
M,u,vv, 


r, 3 ! ö r; Er Et — 
ur tı ri = 4% yı TYı Try =M, 


, i (mod. 2 
w+Ww+m =p, rn ZN, 


(18.) 


so erkennt man unmittelbar, dass dieses Product den Bedingungsgleichungen 
(10.) Genüge leistet, und fügt man noch die beschränkende Congruenz hinzu: 
(19) wit WnHtundwrturndwr; =pn+ym (mod. 2). 
so wird das $-Product (17.) den fünf für die //-Function geltenden Be- 
dingungsgleichungen (10.) und (14.) genügen und sich also auf die Form: 
(20.) (0, 9%), 9(01, 0), (015 02): = AARı+ AR; + A; R, + A, R,+ A, R, 


bringen lassen. 
Da sich nun die Indices 
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auf mannigfache Art so bestimmen lassen. dass den Bedingungscongruenzen 
IS.) und (19.) genügt wird. so wollen wir fünf 9-Producte auswählen, in 
welche eine möglichst geringe Zahl von #-Functionen eintritt. ohne dass 
eine lineare Abhängigkeit unter ihnen besteht, um dann aus fünf der Gleichung 
20.) analogen und in R,. R,. ... A, linearen Gleichungen diese Reihen 
bestimmen zu können. 

Für die Annahme: 


Fi S ’ ER ! h 
u > Br et & ne Fr Ze Ha u 
5) | | \ l — kr tt] ei ' l 3 N ) 1 m 


u 


(mod. 2). 


! ve zuWÜ=p), vwyzsvVven—ZHh, 
erhalte ich als erstes #-Product. welches den oben aufgestellten Congruenzen 
(renüce leistet: 

(22. 05 dr Bu 
Wähle ich sodann die Indices r und s beliebig. nur der einen Bedingung 
unlerworlen, dass: 


| ur) +15 95 + ur + 1515 + (9-1 u )(m-vı—-r;) + (p-5-uz)n-V;-V: 


33. ‘ 
! — pn+gm,. (mod. 2) 
oder 
\ uv + uv’ + wv; + u; V; 
24 ‚ i i mu l Tr & $& P4 


In + rn) rein) mi ten )+nlg +) =0 (mod. 2 


und bestiimme dann: 


_ s=ı-m., nzu-n-n; 
2). | 


a 


mod. 2). 


/ 


! TE =I)—-. —ın. »=z=n—n—PV;. 
so genügt das Product: 


(26. (0.0 9 (01% ©) F(Cı5 da 


- ? 7 r ; S S Ss n + 7 t ! „! 
u u,Vv,v, u,u,vV,v, u,u,v,v, 


ebenfalls den Bedingungscongruenzen (18.) und (19.). 
Da endlich die Function: 
4 (015 ©2)gpmn 
wenn man von der bei der Vermehrung der Argumente um ganze Perioden 
hinzutretenden Exponentialgrösse absieht. ebenfalls die Relationen (10.) und 
14.) befriedigt. so werden auch die drei 9-Prodncte: 


%/ „_\ gf, „_)2 
FCe Ür)amn YO, 02) or urypropr® 
u Uu,V,v, 
)7 h 4 “ “ \ 9 j n )2 
“si. FOL“ Cr )apmn YO. Ur) Ss psysas® 
| u,u,v,v, 
Op ’ nf. 2 
F(tı. ©) mn (01; ©) tutti yi 
1) I» 2 l 2 


\ 


vorgeschriebenen Bedingungen Genüge leisten. 
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Wir haben somit fünf Producte von je drei #-Funetlionen vefunden. 
in denen nur die vier von einander verschiedenen 9: 


(01. da) 


v. “ “ \ \ 
N ®,. O5 u i 
\ l 2 - uu,viv, \ 


( a m ( Mi 6 
apnın 9 . ) "|. d ee 7(0,, 0 


/u’u;,v'v 


vorkommen und die sämmtlich den durch die Gleichungen (10.) und 14. 
ausgedrückten Bedingungen Genüge leisten, sich also auch in eine der Glei- 
chung 20.) analoge Form setzen lassen. 

Es bleibt nun noch zu beweisen übrig. dass die fünf 9-Producte \22.. 
26.). 27.) nicht in einer linearen Beziehung zu einander stehen. wobei zu 
berücksichtigen. dass die 9-Funelion mit dem Index apınn durch die Gleichun- 
gen (10.) bestimmt ist, von den beiden anderen mit dem Index r und s nur eine 
beliebig angenommen werden darf, wodurch aber dann der Index der vierten 
$-Funclion gegeben ist. Setzt man nämlich die für die Indices aufgestellten 


Bedingungscongruenzen (18.) und (19.) in die Form: 


w+o+u4+9z0. W+ttn+rm(, | 
RR we A Zu 2 (mod. 2) 
(28.) y tn rn +u=0$, Kn+rY 4 +10, 

ntenteant+ieontunter,-+gmtpn 0. 


so sind dies bekanntlich die Bedingungen, denen die Indices von vier 4 - 
Funetionen genügen. zwischen denen eine homogene algebraische Gleichung 
vierten Grades besteht. Es ergiebt sich somit unmittelbar. dass. wenn die 
Bestimmung der fünf 9-Producte, so wie wir sie oben getroffen, auf die ein- 
fachste Art aus vier #-Funclionen hergestellt wird. dies solche Funelionen 
sein müssen, zwischen denen eine homogene algebraische Gleichung vierten 
Grades besteht. Nun könnte zweierlei eintreten. Entweder bestehen die oben 
angenommene homogene Gleichung dritten Grades und die hier besprochene 
Gleichung vierten Grades zugleich, oder die biquadratische Gleichung redueir! 
sich auf eine vom dritten Grade, die mit jener identisch ist. Dass die erste 
Annahme unstatthaft ist, folgt einfach daraus, dass zwei von einander unab- 
hängige homogene algebraische Gleichungen zwischen denselben vier 9-Functio- 
nen eine Relation zwischen zwei Abelschen Functionen des Systems liefern 
würden, was nicht angeht. Aber ebenso unmöglich ist die Reduction der 
Gleichung vierten Grades auf eine von niedrigerem Grade *). Denn. wenn 
wir die vier $-Functionen, zwischen denen eine biquadratische Gleichung be- 


*) Ich wähle diese Beweisart, statt unmittelbar die foleende Substitution auf die 

’ enge , Bei h 

angenommene kubische Gleichung anzuwenden, um nachzuweisen, dass keine der bi- 
quadratischen Relationen im Grade erniedrigt werden kann. 

















104 Königsberger, Transformation dritten Grades der Abelschen Functionen. 


steht. der Kürze halber mit 
9 

bezeichnen. so hat die Gleichung die Form: 

A#+B#+C9H+DN+EI,N+ FI, I, +9, 

+9,94 K,9,4L994+NI,I9,9, = 0 

und bei der als möglich angenommenen Reduction auf eine kubische Gleichung 
würde diese z. B. in: 

A, - EI. +F%, F -- 7, 73 +M9, I, — 0) 
übergehen. Wendet man nun hierauf die Substitution @/3 an. so erhält man. 
wie unmittelbar zu sehen. die Gleichung: 


% gi —- Be ) N 4 . F'. 3 Q 3 s - 4 Ry a > h a. M r 3 ü hy, S Ay (), 
BA p i r } / (£ 4 


welche. von der vorhergehenden verschieden. mit dieser verbunden wieder 
eine Relation zwischen zwei Abelschen Functionen ergeben würde. Es ist 
somit gezeigt. dass zwischen den vier #-Functionen,. welche den Congruenzen 
2S.\ venügen. keine algebraische Gleichung dritten Grades bestehen kann. und 
dass also die oben aufgestellten in den Reihen R,. R,. R,. R,. R. linearen 
(leichungen. welche zur Bestimmung dieser Grössen dienen sollten. als von 


einander unabhängig für die Function //\r,.v,); die Form liefern werden: 


/I ", * " ; - | W " a "o ann ai ru 3 " [2 ", hm 1/7 " » ©, ’ ‚ 
| l 2 l - /opmn l -/gpmn i - u‘ u’v'v, 
2} in) j > } \ A 
20 -(3)Ile,, 92)ama (15 2) aus rt (HF (015 O2)aan F (Or Oo) run 
-/’apmn /u u, v \ Be A A; 
IE. 79 ao ) 
-(H)Ule,.® ee Din 5 
u u,v'v” REN ul u,viv, 


worin die Zahlen 9. v». nt. ın durch die Gleichungen 10.) bestimmt. «). 1). 
vi. or. dr. 1. 9. vr, bis auf die Congruenzen (23.) oder (24.) beliebig, und 
ui. u. 9. v, durch die Congruenzen 25.) gegeben sind. 

Ich füge die Bemerkung hinzu. dass. wenn m. n. p. q, welche durch die 
(leichungen 11. bestimmt werden. sämmtlich gerade Zahlen sind. die Function 


Ä 
0, 0 han 


in das Fundamentaltheta übergeht. während die Indices der anderen durch die 
Congruenzen bestimmt sind 

| un -un -un ten =U. 

30 wit u). „=vi+tr;. mod. 2. 


zw + u), n=z=nmn-+trv;. 














königsberger, Transformation dritten Grades der Abelschen Functionen. 105 


Für sämmtliche Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen. wie ich sie 
oben aufgestellt, liefert das Fundamentaltheta des transformirten Systems gerade 
Transformationszahlen m. n. ». a. so dass für alle diese die Coneruenzen (30. 
die zugehörige Darstellung liefern werden. 

Unsere nächste Aufgabe ist die Bestimmung der Constanten (1). (2). 
(8). (4), (9). 

Bevor ich jedoch zur Lösung derselben übergehe, sind einige Bemer- 
kungen vorauszuschicken, die für alle Transformationen von unpaarem Grade 
gültig bleiben. 

Da die oben (4.) für die transformirten Argumente ©,. ©, gegebenen 
Ausdrücke auch auf die folgende Gestalt gebracht werden können: 

31.) 1 vr Outıt 094%: — Tu (01014 04%:)— Ta (Optı + 0205). 

Er I; = 09940303 — 77 (0,0, 401%) — Ta (Ontı + On). 

so folgt leicht mit Benutzung der für die transformirten 4-Moduln aufgestell- 
ten Formeln (5.), dass den auf die ursprünglichen Argumente v,. ©, gemachten 
Substitutionen von halben Perioden für die neuen Argumente ebenfalls Sub- 
stitutionen in halben Perioden des transformirten Systems entsprechen. Für 
e,:4,. %:0 und ©,:0, ©,: 3 liefern die Ausdrücke (31.) unmittelbar resp.: 


PR . 1 an RE 1} T nun l 7 ar . l T l T l y 

%,: 3017301 Tı 73012 Ta ,:.0p 30 Tan, 309nTn. 
| 

©: 301, — 031 717 302 Tı2s U). 403 _ 4031 CT 04T a 


während man für die Substitutionen: 
o:47, 9:4 und e,:17. o:14ra, 
wenn man die von Brioschi *) gemachte Bemerkung benutzt, dass das Product 
der Nenner in den Ausdrücken für die transformirten $-Moduln durch die 
ursprünglichen und umgekehrt = 4° ist, folgende Veränderungen der transfor- 
mirten Argumente erhält: 
%:—40u1+ 101Tu+40RT2> 0: — 402 + 4011 Ta + 401272» 


02 + 30a Taı + 30RTn. 


| Pr 


%:— 3014 301 Tu t+302Tı, 9%: 
Ich will nun untersuchen, welche Veränderung durch eine Substitution von 


der Form: 
om +40 Tut Im Tan, 9m: dm +30 Tıt+ 30: Ta 
auf der rechten Seite der Gleichung (29.) die /7-Function auf der linken Seite 


*) Brioschi, sur la theorie de la transformation des fonctions ab&liennes, comptes 
rendus 1858. 
Journal für Mathematik Bd. LXVII. Heft 2 14 
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derselben erfährt. Aus den für die //-Function bei beliebigem ungeradem 
Transformationsgrade % geltenden Bedingungsgleichungen folgt leicht die Re- 
lation: 

Neo tm +nTut+mT2,0%+m2 + N, Ta +27); 


f \mm, -Hnm E. —kıril?2 2n_ v 27,,+? T = I . 
nun (—1)" N rnm,-ran, "Po kzeil v4 WUotnTT,, | nnToträt,| (©, ©); j 


(32.) 


— 


x 


Da sich nun nach dem vorher Bemerkten die transformirten Argumente bei 
der Substitution der für o,. ©, angenommenen Ausdrücke nur um halbe Perioden 
ändern, so ergiebt sich offenbar, wenn der Exponent der in dem Ausdrucke für 
II (v,. v,),; enthaltenen Exponentialgrösse mit f(v,. v,) bezeichnet wird: 

\ I (co, + 3m +30 Tu+ 3m 72,04 4m, +40, + 40,72); 


(383.) ah 
i HC) 


’ [4 ee | / / eo ı / ven in(_Av.-+-B 
ED 7 se 7 Pens U ZLATEe ne DAUERN 2 77 Pie ae 3770 7 us U ZU) Au Ba 


C 


worin A, B, CE noch zu bestimmende Constanten und die Zahlen u,, 1%, Yı. 
v, durch die Gleichungen gegeben sind: 


” / ! ' 
a er mM In FO — MH — MO, N = — Mm On — MO + N Qt Mm Qaı > 
(34.) | | | | 
nem It Mm OR— NORM On, Y2 = — Mm OR —M; O2 N Ort MOn. 
Substituirt man in (39.) für o,. ©: 

vo taMm ta Tıt 2m To, Ct 3m +20 Tat 3NTa, 
so ergiebt sich: 
Ne tm +n Tu tt, a Hm; + T, + NT), 
= er ’Ia + tYı Tut rY TR, © +m-+V Tat V: Tn)a > 


1 
zm . 


‚ aA, 4 Han 7, +4n,T,,)+B(2v, 44m, +4, 7, +4n,7,.)+?2C] 
> ; 1 1 11 nu 
> € 2 2 2 . 


1 21 2 22 


woraus sich durch Vergleichung mit (32.) die Constanten A, B, C bestimmen 
lassen. 

Setzt man nämlich: 
ja Zu +, N=RHtv), 
Iw=2uwtw, n=ant+r, 
so ergiebt sich leicht, wenn man die bei der Vermehrung der Argumente 
v,,. ©, um die oben angegebene Grösse zur k'“" Potenz der ursprünglichen 
$-Function hinzukommende Exponentialgrösse kurz mit E bezeichnet, für die 
veränderte //-Function der Ausdruck: 


\ IH (o+4m +4n, tu 43972, 0 +4m +30 Tat 4m Ta), 


FR , _ v ! ! ! ! 
) — E. et, ef "ır2) (0, ©, Tas Tı23 Tn)ss 


(35.) 


(°® 


(36.) 
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worin die Indices der #-Funetion durch die Congruenzen definirt sind: 
\mı = m+u. "=ni-+ri. 


went. Ber Yı. 


(37.) (mod. 2) 


und die Grösse ce durch folgenden Ausdruck bestimmt wird: 


7 | fi I 4 I .\ el \ 
c= —4(wm +wm +rm+rm;)+4hk(mın, + mn, 
f f 1 n.:4 / ww 7 ww / 7 ‚ 
‚98 \ | + 3 (mm, + m, + qn, +Ppn,)-+ an (mi+u, —mi ) + In; (m3-+ u, —m) 
\® .)J ı 2 7} M] 2 Zi 
4 P s. f N) 
Di 3Vı (mi +u )— >P; (m; + U, )— H UıYyı Tr io: 
+ un + an +v,mı +Yv,m}. 


Da bekanntlich die Determinante: 





91 O2 — GI — On] 
| 
Oz; 09 70% Oz7 2 
Ä - 
Par 9x 02 921 
-Oı PR 012 11 





ist. so folgt aus den Gleichungen (34.): 


Aa, T B. u; En C #7 D. v, 





m. = 





a k? 9 
3 I [3 } y! l 3 
Aaay Au, #3 Bu, 7 C, v, ee DV: 
n. = — - ; 


woraus zu ersehen. dass, wenn k ungerade ist, für verschiedene Werthe von 
M,, N, nicht nach dem Modul 2 congruente Werthe von 1, u. v,. v, 
folgen können, dass somit verschiedenen Substitutionen auch verschiedene 
Indices der transformirten 9-Function entsprechen. Ich will es nicht unter- 
lassen, hier den wesentlichen Unterschied, der zwischen der geradzahligen und 
ungeradzahligen Transformation besteht, hervorzuheben. Während wir nämlich 
bei jener fanden, dass nur vier Substitutionen existiren, welche die linke 
Seite der Transformationsgleichung veränderten, während vier andere sie un- 
verändert liessen *), ergiebt sich für die Transformation von unpaarem Grade. 
dass man aus dem Ausdrucke eines transformirten 9 alle anderen durch Sub- 
stitution von halben Perioden für die ursprünglichen Argumente ableiten kann, 
so dass also die Coefficienten (1), (2), (3). (4). (5) in der Transformations- 
gleichung (29.) nur für ein solches 9 zu berechnen sind. 


*) worauf wesentlich die von mir angegebene Methode zur Bestimmung der Con- 
stanten in der Transtormationsgleichung zweiten Grades beruhte. 


14 * 
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Der Satz von Hermite, dass es vier transformirte //- Functionen giebt, 
welche durch dieselben vier 9 des ursprünglichen Systems ausdrückbar sind, 
folgt aus der einfachen Ueberlegung, dass, wenn diese vier Functionen mit 
a Be 
bezeichnet werden (soll nämlich eine homogene algebraische Relation vierten 
Grades zwischen ihnen stattfinden, so geht der eine Index aus der Zusammen- 
setzung aller anderen hervor), die folgenden durch die Indices 
oD ay PYy 

charakterisirten Substitutionen wieder nur #-Functionen mit den Indices «, >, y. 
0/y liefern, und ebenso ergiebt sich die von Brioschi in dem oben erwähnten 
Briefe an Fermite gemachte Bemerkung. dass für diese vier transformirten 
//-Funclionen die Werthe der Coefficienten dieselben bleiben. während sie 
selbst nur ihre Stelle ändern. 

Nach diesen Auseinandersetzungen kehre ich nun zur Bestimmung der 
in der Gleichung (29.) noch unbekannt gebliebenen Coeffieienten zurück. 

Sucht man Substitutionen für ®,. ©, welche die rechte Seite der Trans- 
formationsgleichung ändern, während sie die linke unverändert lassen, so 
findet man hier nicht wie bei der Transformation zweiten Grades Substitu- 
tionen in halben Perioden, welche nur eine Veränderung der Indices der 9 - 
Funetionen hervorbringen, sondern erhält folgende aus den durch die Zahl 3 


setheilten Perioden zusammengesetzte Ausdrücke: 


v, ©: 
\ 40,1, = 4(Ou1 + O1 Tut 0172) 401 = 4 (Qt O1Tat Or Ta) 
(39.) / 102 = 4(OnF+ 0nTıt0aTe) 402 = 4 (024 OpTa + 027%) 
10, = (014 0uTut+ 0T2) 4wn=4 (01+ 01T, + 03,7%) 
4don=4 (02 + 9 Tut 0272) Jun =} (024 OnTaı+ 0% 7%) 


welche, wie unmittelbar ‘aus den zwischen den transformirten und ursprüng- 
lichen Argumenten bestehenden Relationen (4.) zu erkennen ist, die Argumente 
der transformirten 9 nur um ganze Perioden verändern. Was nun die Re- 
präsentanten der nicht äquivalenten Klassen betrifft, so geben offenbar, da in 
der Diagonalreihe zwei der Transformationszahlen der Einheit gleich sind, die 
Substitutionen (39.) zwei von einander verschiedene Ausdrücke, welche den 
angegebenen Bedingungen genügen, und wenn man deren Summe und Diffe- 
renz als neue auf die Transformationsgleichung anzuwendende Substitutionen 
bestimmt, so erhält man, indem man die Argumente verschwinden lässt, fünf 











A er 11 
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von einander unabhängige zur Bestimmung der Coefficienten ausreichende li- 
neare Gleichungen. Dass dasselbe auch für die übrigen Transformationen einer 
jeden Klasse gilt, folgt aus der Bemerkung, dass das durch eine lineare Trans- 
formation aus dem Repräsentanten der Klasse abgeleitete 9 gleich einem mil 
einer Exponentialgrösse multiplicirten 9 des ursprünglichen Systems ist. Es 
ist wohl kaum nöthig hinzuzufügen, dass wenn man den Transformalionsaus- 
druck für ein ungerades 9 finden will, die eben angegebene Methode die 
Verhältnisse der zu bestimmenden Coeffieienten liefert, während wenn das 
transformirte 9 ein gerades ist, dasselbe für die Nullwerthe der Argumente als 
Factor in den für die Coefficienten sich ergebenden Ausdrücken auftritt. Zur 
Durchführung der Transformation braucht man jedoch nur eine dieser Re- 
lationen herzuleiten, da, wie wir oben gezeigt haben, nach der Bestimmung 
eines transformirten 9 alle anderen durch Substitution halber Perioden für 
die ursprünglichen Argumente erhalten werden, ohne dass die Constanten eine 
Aenderung erleiden *). 

Es sind somit die algebraischen Ausdrücke für die transformirten 9- 
Functionen als homogene Functionen dritten Grades der ursprünglichen 9 ge- 
funden und die Coelfficienten derselben rational aus den 9-Functionen mit 
den ursprünglichen Moduln und Argumenten von der Form: 





MT, E, Tr N, Tr MN, T, MT, 
3 \ Tan 
zusammengesetzt. Durch Substitution von halben Perioden und Division der 
so entstehenden Gleichungen erhalten wir die algebraischen Transformations- 
formeln für die Abelschen Functionen. Was endlich die Berechnung der in 
den Coefficienten der Transformationsgleichung vorkommenden Grössen: 


*) Ich bemerke, dass die von Brioschi in dem oben erwähnten Briefe an Hermite 


gegebene Constantenbestimmung unvollständig ist; sie ist auf alle die Fälle nicht an- 
wendbar, in denen alle Glieder einer Verticalreihe der Substitutionsdeterminante 


G,, r 03 —6,,| 
0, 0;; 03 6,, 
— 0 055 STE 
— 4 — ir 0,3 0,1 





=() (mod. k) sind, was unter den 40 Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen 
nur bei einer nicht der Fall ist. Es muss ausser den dort in Betracht gezogenen 
Veränderungen der Argumente der transformirten Functionen um ganze Vielfache der 
neuen Moduln, auch die Vermehrung derselben um ganze Zahlen, wie es oben von 
mir geschehen ist, zu Hülfe genommen werden. 
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D 


| ] , 
*( m+ntTt, +%,T, Mm, NT tmT, ) 
D a 

















(de k ’ k 
pr ( m, —+n,T%,+n,%, m,+n T,, +n,T,, ) 
5 1; : 


angeht, so weiss man *), dass sie von der Auflösung einer Gleichung vom Grade 
1+k+KM-+K 

abhängen. von der man. um die Grössen (a.) zu finden. nur eine Lösung zu 

kennen nölhig hat. — 

Nachdem ich zur Bestimmung der Coefficienten der Transformations- 
sleichung die Methode auseinandergeseizt, die ich früher bei der Transforma- 
tion zweiten Grades angewandt, füge ich eine zweite hinzu. der ich vor der 
ersten den Vorzug gebe, weil sie uns unmittelbar zur Aufstellung der Modular- 
oleichungen der Transformation dritten Grades führen und für die Coefficienten 
mit Hülfe der für die Nullwerthe der Argumente genommenen ursprünglichen 
und transformirten 9-Functionen ziemlich einfache Ausdrücke liefern wird. 

Da es nach den früher angestellten Betrachtungen gleichgültig ist. für 
welches transformirte 4 man den aus den 9-Functionen des gegebenen Systems 
algebraisch homogen zusammengesetzten Ausdruck herstellt. da man ohne 
Aenderung der Coeffieienten durch Substitution von halben Perioden jedes 
andere + desselben Transformationssystems daraus herleiten kann. so will ich 
die Transformationsgleichung für ein 9 suchen, dessen Indices die Transfor- 
mationszahlen mı. n. q. p sämmtlich geradzahlig machen. Dass es in jedem 
Transformationssystem ein solches giebt, ist an sich klar, da für die oben auf- 
gestellten Repräsentanten der nicht äquivalenten Klassen das Fundamentaltheta 
diese Eigenschaft besitzt, während es für die anderen Systeme daraus folgt. dass 
deren '# gleich der mit einer Exponentialgrösse multiplieirten 9-Function des 
zugehörigen Repräsentanten ist. Sind nun m, n, q. p sämmtlich geradzahlige. 
so wird die in der Transformationsgleichung (29.) zuerst vorkommende Function 

3 (0. 7) ER 


das Fundamentaltheta des gegebenen Systems; für die beiden anderen 9- 


Funetionen: 
va { ©; “ ®,) 


2) 2 1) 2 


unu,v,v, 
wähle ich zwei ungerade, deren Indices jedoch der Bedingungscongruenz : 





un turnt+ıuntan = 0 (mod. 2) 


*) Hermite, sur la division des fonetions ab&liennes. 
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genügen, also z. B. die Functionen 

I(0, 9%) und F(v,, dan. 
so dass die Congruenzen (30.) als Index der vierten $- Function 34 ergeben 
und die Transformationsgleichung somit die Gestalt erhält: 
40. I (0,,0); = FRNR (0,,9%)5+ (2) #0, ,02)59(0,,0:)1+ (3) 901,02), 40,00) 
a (4)4(0,,0)54 (0,502)4+ (9) I(0,,0)1 9 (dB a9 (O1 Ca)aa- 
die, um es noch einmal hervorzuheben, in jedem Transformationssystem für 
irgend ein A besteht. 

Multiplieirt man die Gleichung (40.) mit 9{®,. ©), und wendet sodann 
die drei Substitutionen in halben Perioden auf dieselbe an, welche von den 
beiden Functionen: 

I(9,,0%), und Y(v,, 0), 
die erste zu einer geraden, die zweite zu einer ungeraden Function machen. 
so erhält man, wenn man die Argumente verschwinden lässt und mit 9 die 
transformirte, mit 3 die ursprüngliche $-Function, mit &, achte Einheitswurzeln 
bezeichnet, die folgenden Gleichungen: 
9,9% = (1) +41) 9,. 
\.,0,90 = 143) 9. 
0,93 = (1)9;— (3)9;, 95. 
% 0,854 = (1)9,+(4)9,9. 
welche mit Berücksichtigung der bekannten Relation: 
(42.) Iu+0 — 9, 


(41.) 


die Modulargleichung: 
(43.) Eu 6, Fur E= €, 6, Pos -4- &, 6, u _— G, I \ 


und für die Coefficienten (1), (3). (4) die Werthe liefern: 
0,8, — 0, 0,9, — 8,0, 0,; 











44.) Wr en Wie) 
i ( 
| (4) = Sir tete tn 

\ Ju gi @. 9) 


Wendet man ebenso auf Gleichung (40.) für ©,, © die durch die Indices 4. 
14 bezeichneten Substitutionen an, welche von den Functionen 


F (01, ©2)5 und (0; ©) 


die erste zu einer geraden, die zweite zu einer ungeraden Function machen. 
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so erhält man: 
©, 6, 4 
€, d, Fu us (1 ) It (2) I F. 


I 


VA) HK 


\ F 


45. 


woraus in Verbindung mit den Gleichungen (41.) und mit Benutzung der 
Relation: 
46.) +9, = #—-9, 
die zweite Modulargleichung: 
47 a ) €, d, I + €, Ö, Fr + €, 6, var an Ö; J 5 
folgt und sich der Coeflicient (2.) in der Form ergiebt: 
a 
Der Coeflieient (5) folgt jetzt aus der Gleichung (40.),. wenn man auf die- 
selbe eine beliebige Substitution in halben Perioden anwendet. welche der 
Index eines geraden 9 ist. Man findet endlich leicht durch Benutzung der 
Relation: 
+ = RN, 
eine dritte Modulargleichung in der Form: 


49.) 7 dB, I _- €: d; In 7 &,6, I —= 69.%.. 


Yu; 
Ueberträgt man die eben gefundenen Resultate auf die Repräsentanten der 
nicht äquivalenten Klassen und beachtet, dass mit Ausnahme der Glieder in der 
Diagonalreihe des die Transformation darstellenden Schema’s sämmtliche Trans- 
formationszahlen = 0 (mod. 8). dass die Grössen m, n. p, q für das transfor- 
mirte Fundamentaltheta geradzahlig, dass endlich für dieses letztere 
um. wWzEm.,. vzm, n=zn 
sind, so erhält man die folgenden für alle 40 Repräsentanten gültigen Rela- 
tionen. von denen je drei die zur Transformation gehörigen Modulargleichungen 
vorstellen: 
6, It It 2- 0,4;. d; +6, F, +90, I vo 0,935. 


\ 
(S0.) \ Ö, J, +9 4944 65; Fa . 6. I; 9,9, + 0; Fat 0 Fıı — d, IR 


| 6, Fur + 0494 + ER Ze en 6, I 2 c 27T 6. ® 12 + O2 935 _ d, I. 
wobei zu bemerken. dass das positive Vorzeichen der Grösse 9,,9,, für die 
durch das zweite und dritte Schema von (8.),. das negative für die durch das 
erste und vierte dargestellten Transformationen gültig ist. Aus den für die- 
jenigen Transformationen geltenden Modulargleichungen. für welche sowohl 
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die Argumente als auch die Moduln der transformirten 9-Functionen die drei- 
fachen der ursprünglichen sind, ersieht man, dass die in meiner ersten Ab- 
handlung über die Transformation der Abelschen Functionen (Bd. 64 dieses 
Journals) mit Hülfe des Additionstheoremes der 9-Functionen hergeleiteten 
Relationen zwischen den Abelschen Functionen mit dreifachem und einfachem 
Modul (für die Nullwerthe der Argumente) aus den durch die Ausdrücke (50. 
gegebenen Modulargleichungen zusammengesetzt sind. — Somit wären für die 
Transformation dritten Grades die Modulargleichungen. sowie mit Hülfe der- 
selben die algebraischen Ausdrücke der transformirten 9-Funclionen herge- 
leitet und zugleich die Behandlungsweise für eine beliebige Transformation von 


Ie— 
au 


unpaarem Grade vorgezeichnet. Verbindet man die in dieser Abhandlung 
fundenen Resultate mit denen, die sich bei der Untersuchune der Transformation 
zweiten Grades ergaben. so erhält man ohne Schwierigkeit die algebraischen 
Gleichungen zwischen den 9-Functionen der in einander zu transformirenden 
Abelschen Systeme für einen beliebigen Grad der Transformation. 


Greifswald, im November 1866. 


Journal für Mathematik Bd. LXVII. Heft 2. 15 



















Beweis eines Satzes von Legendre. 
(Von Herrn Stern in Göttingen.) 


1. 


I segendre stellt in seinem traite des integrales Euleriennes einen Satz 
auf, welchen er durch Induction gefunden hat, und den man, meines Wissens, 
bis jetzt nicht bewiesen hat. Ist nämlich 3 eine gegebene ganze positive Zahl 
und legt man die beiden bekannten Gleichungen 


(A) I2.I(1-2) = —— 


sin tx 





(B.) I'z. (2 +2). hop p(> en, +2) — lax.a°* (Inyke=V 


ad 


zu Grunde, so kann man, nach diesem Satze, mit Hülfe dieser Gleichungen, 
die sämmtlichen in der Reihe 
‚2 ‚>—1 
(C.) IT—, I—, ... T- 
EN 


- - 
De] EN 





enthaltenen Grössen finden, wenn man von denselben bereits die Anzahl 


Hu Ha-d 


kennt. wo «@, P, Y, ... u.s. w. die Primzahlen bedeuten, durch welche x 


N = 





theilbar ist. so dass also N der Hälfte der Anzahl der Zahlen gleich ist. 
welche relative Primzahlen zu z sind. 

Legendre bemerkt jedoch zugleich, dass man nicht willkürlich N Grössen 
aus der Reihe (C.) zu diesem Zwecke auswählen kann. dass vielmehr diese 
Auswahl Beschränkungen unterliegt, und dass es nicht leicht sei, vorauszu- 
sehen. welche N Grössen für einen gegebenen Werth z mit Sicherheit zur 
Berechnung der übrigen führen. Ich hoffe, dass die folgenden Erörterungen 
zur Aufklärung dieses Gegenstandes beitragen werden. 


2. 


Zur Abkürzung soll im Folgenden statt log. 1 das Zeichen I} 
io n 


gesetzt werden. Setzt man in (B.) 
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und nimmt die Logarithmen. so hat man also 


‚_ ab ö 
log.(a * 230-0, zAte—d) [>] = ber RE Meet | ee | 
. ee nJI n N .- 


Ich werde jedoch den in dieser Formel erscheinenden Logarithmen, auf welchen 


bei der Beweisführung Nichts ankommt, weglassen und kürzer schreiben 


2», [2] - [lH @sej4-+[te=0e] 


so dass man jedesmal, wenn die Formel streng richtig sein soll, den betreffenden 
Logarithmen noch zu suppliren hat. In demselben Sinne schreibe ich statı 
der Gleichung (A.). die Gleichung 


E) [2] = -Ii-e] 


; ‚b i 
Auch werde ich, statt zu sagen log /—. mich des Ausdrucks bedienen: der 
N 


b 


|. was zu 
N 


Bruch mit dem Zähler 5b und dem Nenner ». oder: der Bruch E 


keinem Missverständnisse führen kann. da von anderen Grössen in Bruchform 


3 


j ’ ' ” j ’ b b 
keine Rede sein wird. Sind zwei solche Brüche [| und | | so beschaffen. 
> m 3 


N - 
dass b+b’=n, so sage ich: diese Brüche ergänzen sich, und man hat also 


= 


Auch werde ich die Zahlen, welche zu » Primzahlen und nicht grösser als 


nach (E. 


N . : ’ 
7 sind. die Hauptzahlen von » nennen. 


3. 
Sei nun zuerst z=n* und » eine Primzahl (2 nicht ausgeschlossen ) 


Es ist also zu beweisen. dass man sämmtliche in der Reihe 


un + nl 
(F.) I ’ " 6 si FE”. 


enthaltenen Brüche finden kann. wenn man eewisse in dieser Reihe enthaltene 


n“ FrNS 
Glieder kennt, deren Anzahl — € -——) ist. 
u \ 
Dies ist aber auch die Anzahl der Hauptzahlen von »“. Man nehme 


daher an, dass alle Brüche aus der Reihe (F.) bekannt sind. deren Zähler 


die Hauptzahlen von nr“ sind und es wird nun leicht zu zeieen sein. dass man 


aus diesen alle übrigen Brüche der Reihe (F.) finden kann. 
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Zunächst findet man durch Formel (E.) die Brüche, welche die als 
bekannt angenommenen ergänzen, man kennt also alle in (F.) enthaltenen 
Brüche, deren Zähler nicht durch » theilbar sind. Man bilde nun alle Brüche 


von der Form [2 wo %k die Hauptzahlen von n“”' bedeutet. Nach (D.) 
ne! 


hat man, wenn man für k seine verschiedenen Werthe setzt. die —— »- 


(rleichungen 


G=l-b2]-EH4H ++ ar! | 
ee na _ [:- a © 3: ni, - z £ — a 


- 




















Jede dieser Gleichungen enthält auf der rechten Seite » Brüche; in allen Gleichun- 
N ; 1 . 
gen zusammen genommen kommen also auf der rechten Seite 5 (1--) Brüche 


vor. Es ist klar, dass sich keiner dieser Brüche auf einen Bruch mit kleineren 


Nenner als »“ redueiren lässt. Auch können nicht zwei dieser Brüche gleich 


’ l U m m’ ä 2: 
sein. Denn aus re ur würde /-m= (m—[)n 


a—1 


folgen, 





n“ 
es wäre also /—m durch »“”' theilbar, während sowohl / als m kleiner als 


ya 


—5— sind. Es folgt hieraus zugleich, dass auch /+m nicht durch »°”' theil- 


- 





2 r . 2 a 5 I l 
bar ist. es können sich also auch nicht zwei dieser Brüche |- und 
= 


’ 
[+ ergänzen, da hieraus /+m-+(l’+m')n‘""—=n“ folgen würde. also 
!+m durch »“”' theilbar wäre. 

Es ergiebt sich hieraus, dass alle diese Brüche entweder die ursprüng- 
lich als bekannt angenommenen oder deren Ergänzungen sind, mithin jeden- 
falls bekannt sind. Es folgt aber zugleich, dass man, um sie kennen zu 
lernen, auch wirklich die sämmtlichen als bekannt vorausgesetzten Brüche 
(oder ihre Ergänzungen) kennen muss. 

Vermittelst der Gleichungen (@.) findet man nun alle oben erwähnten 





Brüche von der Form | ] und aus diesen wieder ihre Ergänzungen, d. h. 


nl 


also. man kennt nun alle Brüche aus der Reihe (F.) bei welchen der Zähler 
durch » und keine höhere Potenz von » theilbar ist. oder, mit anderen Worten, 


alle Brüche aus der Reihe 
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| 1 ] per I 
ne! ni 








” 


bei welchen der Zähler nicht durch » theilbar ist. 
Aus diesen findet man nun wieder alle Brüche aus der Reihe (F.) bei 
welehen der Zähler durch »? und keine höhere Potenz von nr theilbar ist. 


. .. vr N . \ . .n . . . k’ 
Diese Brüche (oder ihre Ergänzungen) sind nämlich in der Form | -| 
'/ ade 


enthalten. wenn 4 eine der Hauptzahlen von »“”° bezeichnet. Nun folgt 


[=] = ” [+ [- u + er 14 -. ö - | 


Die Brüche auf der rechten Seite dieser Gleichung, welche sämmtlich in der 


aus (D.) 

















r k'+I.ne-? ö 
Form | a | enthalten sind. haben aber Zähler, welche nicht durch » 


theilbar sind. sie sind also bekannt und mithin auch die Brüche von der Form 





> 


k' . .. ® .. » . » 
| = und ihre Ergänzungen. Aus diesen Brüchen findet man wieder aul 
rt 


dieselbe Weise alle Brüche der Reihe (F.). bei welchen der Zähler durch »? 


und keine höhere Potenz von » theilbar ist, und so sieht man, wie allmählich 
alle Brüche der Reihe (F.) vermittelst der ursprünglich als bekannt angenom- 
menen Brüche gefunden werden. Es ist mithin für diesen Fall der Legendresche 
Satz bewiesen. 


4. 
Seinun z=ab, wo a und 5 Primzahlen sind. Man nehme zuerst an. 
dass man alle Brüche kennt, deren Zähler die Hauptzahlen von ab sind, deren 


er L . 
Anzahl mithin =i-- A ) st. Aus diesen findet man ihre Ergän- 


zungen und kennt mithin die sämmtlichen Brüche, deren Zähler Primzahlen zu 
a und b sind. Man nehme ferner an. dass b nicht =2 ist und bezeichne 
durch %k eine der Hauptzahlen von b, also eine der Zahlen 1, 2,... 4(b—1 
Nun hat man nach (D.) 


a [4]- HS 


Indem man für %k seine verschiedenen Werthe setzt. erhält man mithin 4(b—1 





solche Gleichungen. Die Brüche auf der rechten Seite der Gleichung sind 


; m -Ib ’ u ) 
alle in der Form I] enthalten, ihre Zähler also jedenfalls nicht durch b 


theilbar. Ferner sind alle in diesen } (b—1) Gleichungen enthaltenen Brüche von 
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einander verschieden. Dass nämlich diejenigen, welche zu demselben Werthe 

von %k gehören, nicht gleich sein können. versteht sich von selbst. Wäre aber 
k--nb k'-+-n'b ’ s ' 

E e = 1 ]. also k—k = b/n—n. so müsste k— 4 durch b theilbar 


Pr ab 
sein. während %# und 4 beide kleiner als 5 sind. In jeder Gleichung wird 
aber unter diesen Brüchen eizer und »ur einer vorkommen, dessen Zähler 
durch a theilbar ist, da man der Gleichung k+bxr = ay, wenn x und y ganze 
Zahlen bedeuten, immer durch ein einziges Werthenpaar e <a, y<Zb ge- 


nügen kann. Ist also / der Werth, für welchen #-+-/b = ma, so bringe man 





am >. . .: ‘1.: 

den entsprechenden Bruch | | auf die linke Seite der Gleichung und zwar 
- GB x 

nehme man. wenn m > 4b, statt dessen seine Ergänzung mit enigegenge- 


setztem Zeichen. Unter dieser Voraussetzune hat man also 


r iz - | am | -[- HF b > \ 1 4 penis 1- E 21 Br ie (+1) 2 
Lab j a] ab er | 3 so ab 


Auf der rechten Seite dieser Gleichung stehen nun nur Brüche, deren Zähler 





Primzahlen zu ab sind. deren Werthe mithin bekannt sind. ihre Anzahl ist 
a—1. Indem man dann statt % seine verschiedenen Werthe setzt. erhält man 
also ein System Gleichungen (F.), welche auf der rechten Seite 


) Brs ‘ > 


Fu Fu 








a— Deb—1) ab ( 1\/ I\ 


verschiedene Brüche enthalten, d. h. so viel als man als bekannt angenom- 


men hal. 

Die Brüche, deren Differenz auf der linken Seite steht, [2] und [| 
oehören beide zu der Reihe von Brüchen, deren Zähler durch a und nicht durch 
b theilbar ist, und zugleich sind % und m kleiner als 4b. Nun giebt es über- 
haupt nur 4 (b—1) verschiedene Brüche dieser Art, in den 3 (b—1) Gleichungen 
(H'.) kommen aber b—1 solcher Brüche vor. Es muss daher jeder dieser 
Brüche zwreimal und nicht öfter vorkommen. da die Brüche, welche sich aus 
=} ergeben. wenn man für % seine verschiedenen Werthe setzt, unter ein- 


) “ 
al am 


ander verschieden sind. wie auch die Brüche. die sich aus [7] ergeben. 
dd P 


Es sind nun folgende Fälle möglich: 
.. s : “ak” "am ’ 
1) Für einen bestimmten Werth von A ist | \=-[ =]. Dann 
«ab ab 

findet man aus der entsprechenden Gleichung (4’.) unmittelbar den Werth von 
“ak” . i ) ‘ f 
| 21 und dieser Bruch kommt nun in keiner einem anderen Werthe von k 
«dd 


entsprechenden Gleichung H'.\ weiter vor. 
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Dieser Fall wird immer und nur dann eintreten. wenn a-+1 durch 5b 


i i u ak am } \ 

theilbar ist. Ist nämlich =]--[ |, so ist ak = ab—-am. nun sei 
) ab i ab 

am = k-+Ib, also k(a+1)=(a—!)b. da nun %k nicht durch 5b theilbar ist. so 


muss mithin 5 ein Factor von a-+1 sein. Ist umgekehrt «+1 durch 5 theilbar. 
so hat man 


ak ab — [% +b ( a— — „2 )]- 


” i (a-+1)k a+1 a d I)k R Eu: 
Nun ist A <T 4b, also — 7 — < —— „ mithin a— — 7, eine ganze positive 


Zahl, die kleiner als a ist: setzt man sie =/, so kommt der Zähler k-+-1b 
auf der rechten Seite der Gleichune (H’.) vor und da mithin 


ak = ab—-(k+ib). 
re 
so ist k+!b= am und E |= | =]. 


ab . ab 


- 


Ist z. Be z=45. a=9. b=5. so findet man 

































































5:9 u ABMT:W 53 167 | r2#7 267 311, [36 | "417 
Be a a a a a Pa a Ir a er a a m rer 
2.97 2 es | “> 4127 | 171. [227 277 | 3 Far. RT 
Bet a Dr Ba Da Base Bra u rc u Da a Ir a Era u FE A 
u ee [2] = ed u ze di 
es 1st apder 45 = 45J° 45 er % 


Wie in diesem Beispiele, so ergiebt sich aus dem Vorhergehenden,. dass 
’ . ak am .._ » ’ 
überhaupt, sobald die Gleichung E == [7] für irgend einen Werth von 
- dD 2 
k Statt findet, dies bei allen Werthen von % der Fall ist, d. h. man findet in 


diesem Falle für jedes gegebene %k unmittelbar den entsprechenden Werth von 


ak 4 . ! . e 
[| aus der Gleichung /H'.,. in welcher dieser Bruch vorkommt. 
dd 


Auste „ai ak am 
2) Für einen bestimmten Werth von % ist [7] -[ |. Die ent- 
AO «dd 
sprechende Gleichung (H’.) geht also in 


k k 1 (a —1ıb 


ö ak 5 : ) FE 
über, d.h. der Bruch FA lässt sich nun nicht mehr aus dieser Gleichung 


bestimmen, er kommt aber auch in keiner anderen weiter vor. Statt dessen 


hat man aber nun eine Bedingungsgleichung zwischen den Brüchen, welche 


man als ursprünglich gegebene und von einander unabhängige angenommen 
hat. Man streiche also einen dieser Brüche aus der Reihe der gegebenen und 


-_ 
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nehme dafür den Bruch [>] als gegeben an, so dass man im Ganzen wieder 
dieselbe Zahl gegebener Brüche hat. 

Dieser Fall wird immer und nur dann eintreten. wenn 5b ein Factor 
a—1 ist. Soll er nämlich eintreten, so muss ka — k-+Ib sein, da nun % nich! 
durch 5 theilbar ist, so muss b ein Factor von a—1 sein. Ist umgekehrt 
kla—1l,=!b also ka=k+Ib so ist /<T a und mithin kommt in der Gleichung 


' k-+-Ib i ' er Bi ’ 
(4). der Bruch I nothwendig auf der rechten Seite vor. Es findet dies 
di offenbar in jeder der 4(5—1) Gleichungen statt, die sich aus (H’) er- 
geben, indem man für k seine verschiedenen Werthe setzt, d. h. man muss 
alsdann 4/5—1) der ursprünglich sis gegeben angenommenen Brüche streichen 
zn R a c —1)a’ 
und dafür die Brüche 5 lan ur als gegeben voraussetzen, und 
se: 
zwar so, dass man in jeder Gleichung |H'.) einen der darin vorkommenden 


ursprünglich als bekannt angenommenen Brüche aus der Reihe der gegebenen 





| Ü ' De a k 
streicht und dafür den in derselben Gleichung vorkommenden Bruch =] 


als bekannt annimmt. 

Wäre z.B. z3=21. a=7, b=3, so müsste man, nach der früheren 
Vorschrift zunächst die Brüche [3'. [#r. [s*r)- [arh [>], [49] als bekannt 
annehmen. aus welchen sich dann ihre Ergänzungen ergäben. Man hätte aber 

Free t+Br ++ HR] 
mithin 
= kletterte t+ier+lN. 
Man nimmt daher [,’;] als gegeben an. während man etwa [,!,] aus der 
Reihe der gegebenen Brüche streicht und seinen Werth aus der letzten Glei- 
chung findet. 
3) Findet keiner dieser zwei Fälle statt, so kommt in den Gleichungen 


EURE h ’ ) e k1. 
(H’.) jeder der auf der linken Seite stehenden Brüche 7] in zwei verschiedenen 


Gleichungen vor und zwar jedesmal mit einem von ihm verschiedenen ver- 
bunden. Er kann aber nicht beidemal mit demselben Bruche und demselben 
Zeichen verbunden sein. Käme nämlich auf der linken Seite in der einen 


Gleichung die Differenz [=)-[2] und in der anderen die Differenz 


Fa£]-[&E] vor a won [je -[25]. me [E]=- [2]. 
4 — —E vor are u,” erner E = ab I’ so 


dass man zweimal die Differenz [=]- [| hätte, so sei m = k-+Ib, 





















a ar 2 2 
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am' = k'+l'b, man hätte also 
ak = ab—(kK-+Ub). 
ak = ab— (k-+lb), 
mithin (a—1)(k—k) = (I-I')b, 
es müsste also @«—1 durch 5b theilbar sein und mithin. wie oben bewiesen 
wurde, m=k und m’ =K, also ak = ab—ak' und k+k'’—=b, was nicht sein 
kann, da % und 4’ beide kleiner als }b sind. 
Dagegen kann es vorkommen. dass drei der Gleichungen (H'.) die 


Form haben 
ak 7 am 


Lab _ ab 


ak’) Fr am’ 














Lab k ab | 
"ak! } | "am!" Eat 
.abJI' LabI 


und zugleich k= m”, K* —=m, k" = m’ ist. Dann ist die Summe der auf der 


linken Seite der zwei ersten Gleichungen stehenden Ausdrücke, dem auf der 
linken Seite der dritten Gleichung stehenden Ausdrucke gleich. Man hat mithin 
wieder eine Bedingungsgleichung zwischen den als bekannt angenommenen 
Brüchen, man streicht daher einen dieser Brüche aus der Reihe der gerebenen 
. r r 5 ak ak' ak L 
und nimmt statt dessen einen der drei Brüche 131. | |. [| als bekannt 
ab ab. ab 

an, aus welchem sich dann die zwei anderen vermittelst der erwähnten Glei- 
chungen ergeben. 

Es können auch complieirtere Beziehungen zwischen den Brüchen von 


n ak : : R ’ 
der Form ) statt finden. welche zu Bedingungsgleichungen zwischen den 


ursprünglich als bekannt angenommenen Grössen führen. Man kann z. B. das 
System von fünf Gleichungen haben 





f ak] Fam) 
a. er 2, 

FM TE 

Fr ak' 7 " am! 


—— I 
_ ab are 


Fr ak'' 7 fr am!" ° 





Lab J ee = 

















ak"! [am _ 
Bat Te 
ak" Fam‘ \ a 
LdJ Lab I” 


wo zugleich k=m', k—=m, k"—=m’', k'"' —=m', k"—=m'. 


» 
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Zieht man die erste Gleichung von der zweiten ab, so erhält man die 

u ak'" ak r 2 
Dilferenz —1-[5] und dasselbe erhält man, wenn man die drei übrigen 
Gleichungen zusammen addirt; man hat also wieder eine Bedingungsgleichung 
zwischen den als gegeben angenommenen Grössen. Man muss daher einen 
” r ak ak’ 
der fünf Brüche = or E& 
ab - ab 
in der entsprechenden Gleichung (H'.) auf der rechten Seite vorkommenden 


Brüche aus der Reihe der gegebenen streichen, dessen Werth man alsdann 


| als bekannt annehmen. und dafür einen der 


aus der Bedingungsgleichung kennen lernt. 
Dies wäre z. B. der Fall, wenn 3=55, a=5, b=11l. Hier hätte man 






















































































1.57 _ f117, [42] , [23] , [34] , [457 
BT u 7 I a ER +51 1551; 
2.51] _ f217, [131 , f24] , [351 ,, [467 
Page 5+l3+l3)+2+13]- 
35171 _ 9 147] [257 , [367 , [477 
+ € lt srl 551° 
4.51 _ f47, [157 & 3 r487 
Bu a 6 u a a a a a a RE 
[5.53 [37,7 54 [387] , [497 
55 | 155J r [3 +[55 +l35/715J» 
und demnach 
5] f10] gi 
(55) u 9 a Es 
101 . [207 2: 
I31+15 - 2 ae 
57 781 731, 
179 Be E79 a 3 Bu 
20] [157 47 
173 u 771 a 17 Fe 
257 _f57] _ [IS]... 
a Bu I a Er ln 
20 5 
Die Differenz der zweiten und der ersten Gleichung giebt [1-15] und 


dasselbe erhält man, wenn man die drei letzten Gleichungen addirt. Man 


% . E 
streicht also z. B. [3:1 aus der Reihe der gegebenen Grössen und nimmt 


2 1 1 
=] als bekannt an, dann findet man den Werth von e aus der Bedin- 


JO 


gungsgleichung und ferner aus den vorstehenden Gleichungen die Werthe von 


10 15 
[=]. [=>] u. 8. W. 
Io 78) 20 
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‚ ° ’ ’ Ban ak 
Jedenfalls wird man. indem man die Werthe der Grössen | 1 aus 
(«iD 


den Gleichungen (H'.) zu bestimmen sucht, entweder auf solche Bedineungs- 
gleichungen zwischen den ursprünglich als gegeben angenommenen Grössen 
geführt, oder man findet die Grössen [=] wirklich durch Elimination. Dem- 
nach ergiebt sich, dass man alle Brüche. deren Zähler weder durch a noch 
durch 5 theilbar sind, sowie alle Brüche. deren Zähler durch a@ und nicht 
durch 5 theilbar sind. kennen lernt. indem man nur dieselbe Anzahl Brüche. 
wie anfänglich, als bekannt voraussetzt, und sieht zugleich. dass man diese 
Anzahl nothwendig kennen muss. Auf dieselbe Weise behandelt man die 
Brüche, deren Zähler durch 5 und nicht durch a theilbar sind. Es ist also 
auch in diesem Falle der Legendresche Satz bewiesen. 

Zur Ergänzung ist nur noch der früher ausgeschlossene Fall zu be- 


‘ 


trachten. wenn b=2. In diesem Falle giebt es nur einen Bruch von der 
Ad 


u ak 2 Se . i 

Form [=] nämlich [2] oder [4] dessen Werth sich, wie bekannt. unmittel- 
( ( ee. 

bar aus (A.) ergiebt, wenn man dort 2 = # setzt. es bleibt also Alles wie 

früher. 


d. 


Um das Vorhergehende an einem Beispiele zu erläutern, sei 2 = 77. 
Man nimmt also zuerst die 30 Brüche als bekannt an, deren Zähler die Haupt- 
zahlen von 77 sind. Schreibt man statt [„!,] zur Abkürzung nur einfach die 
Ziffer 1 und so in allen übrigen Fällen, so sind diese Brüche: 1. 2, 3. 4. 
9, 6, 8. 9, 10, 12, 13, 15, 16, 17, 18, 19. 20. 23. 24, 25, 26, 27, 29, 
30, 31. 32, 34. 36. 37, 38. 

Aus diesen findet man zunächst ihre Ergänzungen. Dann hat man 
nach (D.) 





[77] = 1412423434445 +56 +67, 
2.707 ‘ ‘ | OR | 157 -+-68 
77 m 2+13+24+35 +46 +57 + ° 
32] = 3414425436 + 47458469, 
34] = 4415426437 4484594 70 
=] = 4415426437 448459470, 
[5-7] - 5416-427 +38 449460471 
Br = 9410427498449 00-41. 








16 * 
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Hieraus folgt 





7+21 = 1412423434445 +67, 

























14-35 — 2413424446 457468, 
21-14 = 3+25+36-4+47-+58469, 
238+ 7 = 4415426437 +48+59, 


39+28 = 5+16-+27+38+60+71. 


aus welchen Gleichungen man durch Elimination alle auf der linken Seite 
stehenden Brüche und dann ihre Ergänzungen findet, so dass man nun alle 
Brüche kennt, deren Zähler durch 7 theilbar sind. 

Ferner hat man 








a — 1+ 8415+22129+36-+43+50+57+64+71. 
Ei — 2+ 9416423430437 444451458465 472, 





3:40 


al Par 3+10+17+24+31+38+45+52+59+66+73, 











also 


11-22 = 1+ 8+15+29+36-+43+50+57+64+471, 

22+33 = 2+ 9+16+23+30+37+51+98+65 +72, 

33+11 = 3+10+17-+244+31+38+45+52+59+73, 
die zwei ersten dieser Gleichungen geben den Werth von 11-+33 wie auch 
die dritte. Hier erhält man also eine Bedingungsgleichung zwischen den 
Brüchen die man als bekannt angenommen hat. Man streicht daher einen 
dieser Brüche aus der Reihe der gegebenen und nimmt statt dessen einen der 
Brüche 11. 22, 33 als bekannt an, wodurch man die Werthe aller Brüche 
findet, deren Zähler durch 11 theilbar sind. 


6. 
Es ist nun leicht auf den allgemeinen Fall überzugehen. Sei 3=a*bfer... 
und a, b, ce... verschiedene Primzahlen. Man berücksichtige nur, dass, sobald 


kafıbfı ch... ] | k ] k 
= ——— enn 
eher... ’ 
wo <a AM <P, yy us. w. und k eine der Hauptzahlen von 
ehe. 


ist, man auch deren Ergänzungen, mithin alle Brüche kennt, deren Zähler zu 








man alle Brüche von der Form E - 
a®bP ct... 


a He, Primzahlen und kleiner als diese Zahl sind. 




















EEE 
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Man geht auch hier wieder zunächst von der Voraussetzung aus, dass 
die Brüche bekannt sind, deren Zähler die Hauptzahlen von z sind, deren 


ıbPcr.. \ 1 
Anzahl also _—— (a >... T JA) ist. und aus welchen man 


ihre Ergänzungen findet, so dass alle Brüche bekannt sind, deren Zähler Prim- 


zahlen zu 3 sind. 

Man berechnet nun die Brüche. deren Zähler durch a. a’ ... aber 
nicht durch 5b, e... theilbar sind. auf folgende Weise. Versteht man unter % die 
Hauptzahlen von a'bPe’ .... so hat man 


ka k k+a!beer. k+(a— Na!bPer... 
=] = 1141 + [FE ] 


Man setze zunächst voraus, dass «© —>1. Alsdann sind die Zähler aller auf 











der rechten Seite dieser Gleichung stehenden Brüche weder durch a noch 
durch 5b. e u. s. w. theilbar: diese Brüche sind mithin bekannt und man finde! 





‘e x ka Y ‚ . 
aus denselben alle Brüche von der Form E | Setzt man für k seine ver- 





? ö «—1nß Y 
schiedenen Werthe, deren Anzahl “ Hung - )(1-) —) ... ist, so er- 


hält men ein a Gleichungen, welche auf der rechten Seite im Ganzen 





hir Y. 1 2 
re EL ER, — )(1- 4) ... Brüche enthalten, und man zeigt wieder leicht. 
a b . 


PR / keine zwei dieser Brüche identisch sind. Dass nämlich die in derselben 
Glsichung vorkommenden nicht gleich sein können, versteht sich von selbst. 
Wären aber zwei Brüche aus verschiedenen Gleichungen einander gleich, so 
würde aus k+Hla'b’e... = kK+lan'b’er... folgen, dass k—4' durch 
a='bPe&... theilbar ist, während %k und 4’ kleiner als a“""b" ec’... sind. Es 
finden sich also auf der rechten Seite gerade so viel verschiedene Brüche, 
als man als bekannt angenommen hat. Weniger als diese Anzahl darf daher 


\ u . ka 
nicht als bekannt angenommen werden, wenn alle Brüche von der Form | — 
und mithin alle Brüche, deren Zähler durch die erste und keine höhere Potenz 
von a (und nicht durch b, e u. s. w.) theilbar sind, gefunden werden sollen. 


Aus diesen letzteren Brüchen findet man nun ebenso die Brüche von 


ka’ ' ; . ’ de 
der Form FL indem man jetzt für % die Hauptzahlen von a“ b’c’ 


= 


nimmt, denn man hat 


ka’ kal Tka+ar-'WPer...], _ Tra+ (a -I)ae!bPer.. 
a ee] 





- 
Au 
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Nun sind hier die Zähler aller auf der rechten Seite der Gleichung stehenden 
Brüche durch a und keine höhere Potenz von a, auch nicht durch 5, e 





’ ka’ . uie i 
theilbar. also bekannt und daher auch | - |: Auf diese Weise fährt man 


en 


yW% 


» R r ” en vd 
fort, bis man zuletzt noch die Brüche von der Form | - 


y 
“ 





| zu berechnen hat, 
wo nun % die Hauptzahlen von b’e... bedeutet. während man die Werthe 
der Brüche, deren Zähler durch a“”' (und nicht durch a“, b, e ...) theilbar 
sind. schon als bekannt voraussetzt. Hier bedarf die Rechnung einer Modi- 
fication. Man hat nämlich nun 


ka“ har karı aber... kart + (a—1)ar-!bPer... 
pr augen we... geringspe.] 


- = 








Die Zähler aller auf der rechten Seite stehenden Glieder sind jedenfalls durch 
a" und nicht durch 5b, e ... theilbar. Setzt man nun für %k einen seiner 
Werthe, welcher nicht durch «a theilbar ist. so findet sich unter diesen Gliedern 
eines, und nur eines, dessen Zähler ka“ +la—"bPer... = a" (k+lble’...) so 
beschaffen ist. dass A+/b”e’... durch a theilbar ist. da man der Gleichung 
ax — b"e’...y=k immer und nur durch einen einzigen Werth von y, der kleiner 
als @ ist, Genüge leisten kann. Mithin findet sich auf der rechten Seite ein 
und zur ein Bruch, dessen Zähler durch «a“ theilbar ist. Setzt man dagegen 
für # einen der Werthe, welche durch «a theilbar sind, so ist ka“=" durch a“ 
theilbar, es findet sich also auch in diesem Falle ein einziger Bruch auf der 





rechten Seite, dessen Zähler durch a“ theilbar ist, nämlich der erste Pe], 
während offenbar die Zähler der übrigen auf dieser Seite stehenden Brüche 
nur durch a“”' theilbar sind. Jedenfalls findet sich also auf der rechten Seite 
ein und zur ein Glied. welches durch a“ theilbar ist. Dieses Glied bringe 
man auf die linke Seite der Gleichung. Sei ka""'-+Hla”""b’er... = ma“ (wo 
auch /= 0 sein kann), so hat man nun 


ka“ ma“ 
ig vr : Br 
bPer... 


. . . ma“ ’ 
sollte aber m > —;— sein, so nimmt man wieder statt | - | seine Er- 


gänzung mit entgegengesetztem Zeichen. Indem man nun für Ak seine ver- 











schiedenen Werthe setzt, erhält man also ein System von 


rn 


Man kann nun wieder leicht zeigen, dass alle auf der rechten 





Gleichungen. 
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Seite dieser Gleichungen stehenden Brüche von einander verschieden sind und 
diese Brüche sind alle bekannt. da ihre Zähler durch keine höhere Potenz 
von a als die «— 1" theilbar sind. Auch ist klar. dass unter den Brüchen 


ma“ . . . . ’ i 
["] keine zwei gleichen vorkommen können und da dies auch bei den 


- 
n 


ka“ u } ’ 
Brüchen |] der Fall ist, so folgt, dass jeder dieser Brüche zweimal vor- 


kommt. Es treten daher hier wieder dieselben Fälle ein. wie sie schon in 
$. 4 besprochen worden sind. Ist für einen Werth von %k der Werth von 


[74 


ka“ ’ ma h ) 

[| und des correspondirenden 5 1 derselbe, so giebt dies eine Bedin- 

zZ % 

gungsgleichung zwischen den auf der rechten Seite der Gleichung stehenden 
R . ha°-! 

Ausdrücken. Diese sind aber alle von der Form | —— | wo h gegen z Prim- 


= 


zahl. und man kann sie auf die ursprünglich als bekannt angenommenen, d.h. 
auf diejenigen zurückführen. deren Zähler Primzahlen gegen z sind. Denn 


ha“! h h-+ aber...‘ h-+2abPcr...]., 
fer] - Pte] wen... 


a Au 


man hat 








wo die Zähler aller auf der rechten Seite stehenden Ausdrücke offenbar Prim- 





i " s . . e ha“! 
zahlen zu z sind. Eine Bedingungsgleichung zwischen den Grössen | ] 


- 
= 


heisst also soviel als eine Bedingungsgleichung zwischen den ursprünglich 
gegebenen Grössen. Man streicht daher eine dieser letzteren aus der Reihe 
der als bekannt angenommenen Grössen und nimmt dagegen das entsprechende 





ka“ . z _ - En ie 
| ] als bekannt an. Man beweist auch hier. ähnlich wie in dem einfacheren 


- 


früher betrachteten Falle ($. 4). dass dies immer und nur dann eintreten wird. 
wenn a—1 durch be’... theilbar ist. 

Auch in allen übrigen Fällen, wo sich eine Bedingungsgleichung zwischen 
den ursprünglich gegebenen Grössen herausstellt. verfährt man in ähnlicher 
Weise, wie dies schon bei dem erwähnten einfacheren Falle erörtert wor- 
den ist. 

Man sieht hieraus. dass man nun schliesslich die Werthe sämmtlicher 
Brüche kennt. deren Zähler entweder durch keine der Zahlen a, b, c, 
oder durch die verschiedenen Potenzen von a und nicht durch b, e, 
theilbar sind. während die Zahl der ursprünglich als bekannt angenommenen 
Brüche immer dieselbe geblieben ist. 


Im Vorhergehenden wurde @ —>1 angenommen. Ist «=1, so hat man 
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gleich von Anfang us zu berechnen und führt dies nach dem so eben be- 
sprochenen Verfahren aus. 

Dasselbe Verfahren zeigt nun auch, wie man die Werthe der Brüche 
finden kann, deren Zähler »ur durch die verschiedenen Potenzen von b oder 
»ur durch die verschiedenen Potenzen von ce u. s. w. theilbar sind, während 
die Anzahl der als bekannt angenommenen Brüche immer dieselbe bleibt. 


7 : ‚ j kal 
Um nun die Brüche zu finden. welche in der Form [=] enthalten 


sind, wo 4 eine der Hauptzahlen von a“ b’'c’/... bedeutet, geht man von 
der Gleichung aus 


kab kb kb+ar'!bPer...], kb+(a—1)ar!bPer... 


Pe 2 Pd) 








Die Brüche auf der rechten Seite dieser Gleichung haben Zähler, welche nur 
durch die erste Potenz von 5b und nicht durch a, ce, .... u. s. w. theilbar und 
mithin bekannt sind. Aus den Brüchen mit dem Zähler kab findet man dann 
wieder auf dieselbe Weise die Brüche mit dem Zähler ka’b, wo nun A die 


Hauptzahlen von a "be... 
mit den Zählern ka“b zu finden. Hier bezeichnet %k die Hauptzahlen von 


sind u.s. w. Schliesslich sind noch die Brüche 


bP!er ... und man hat 


ka“b ka®—!b kae!b-+ arIbPer... ka—!b+(a—I)a!bPer... 
>] - > FR. 











2 





S S 

Man beweist nun wieder, wie früher, dass auf der rechten Seite dieser Glei- 
chung ein und nur ein Glied vorkommt, welches durch a“ theilbar ist, und 
dass in jeder Gleichung, die man durch Speeialisirung des Werthes von k 
erhält, ein anderes Glied dieser Art erscheint. Bringt man daher wieder alle 
diese Glieder, oder, falls sie grösser als } sind, ihre Ergänzungen mit ent- 
gegengeseiztem Zeichen, auf die andere Seite der Gleichung, so zeigt man 
nun auch wieder. wie in den ähnlichen früheren Fällen, dass jedes dieser 
Glieder zweimal vorkommt, und dass man daher entweder ihre Werthe durch 
Elimination findet, oder hierdurch zu einer Bedingungsgleichung zwischen den 
auf der rechten Seite gebliebenen Gliedern geführt wird. Im letzteren Falle 
hat man wieder eine Bedingungsgleichung zwischen den ursprünglich als be- 


Iri - Mr n "kar!b-+larIbPer... 
kannt angenommenen (rössen. da jedes (rlied von der Form Er ne 
® . . k-+ IbP-ter ... 
in die Reihe F ——! | 


EN 





T 








k-+1bP-1er ...-abP-1er... 
| . — "|+-- verwandelt wer- 


D 


den kann, deren Glieder nur Zähler enthalten, die Primzahlen zu z sind. Man 














4 
% 
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streicht daher wieder eine dieser Grössen aus der Reihe der bekannten und 





’ . ö ka“ 
nimmt einen der Brüche | - | als bekannt an. 


= 


ka 





& m b f 
Aus den bekannten Brüchen von der Form | ] findet man dann 


- 
px 





” m kab’ ‚ ’ 
wieder die Brüche von der Form | - | und überhaupt sieht man nun, wie 


Ey 


man. immer in derselben Weise fortschreitend, allgemein die Brüche finden 
kann, deren Zähler in der Form ka“ bc"... enthalten sind, wo % die Haupt- 
zahlen von a®—"+bFPıer”:,,. bezeichnet, während die Anzahl der als bekannt 
anzunehmenden Brüche immer die ursprünglich vorausgesetzte bleibt. wodurch 
der Legendresche Satz in seiner ganzen Allgemeinheit bewiesen ist. 


Göttingen. 1. August 1866. 
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Zur Theorie der wındschiefen Flächen. 


(Von Herrn J. Läroth in Mannheim.) 




















$S. 1. Coordinaten einer geraden Linie. 


Sind A, dr, A, a, und d,, b,. b,,. b, die homogenen Coordinaten 
zweier Punkte im Raum, so führen wir als Punktcoordinaten der durch diese 
Punkte bestimmten geraden Linie mit Plücker (Phil. Trans. 1865) die Verhält- 
nisse der sechs Grössen 

ab—ab,. ab—a,b,. ab,—a,b,.. 

a,b,—a,b,. a&b,-a,b. mb,— a,b, 
ein. Wir sind hierzu berechtigt, weil diese Quotienten die wesentliche Eigen- 
schaft der Coordinaten besitzen, dass sie ungeändert bleiben, wenn man die 
Elemente, von welchen sie abhängen. auf dem Gebilde, welches sie be- 
stimmen, beliebig verlegt. In der That, setzen wir a,-+45, für a, a,+ub, 
für b, so multipliren sich alle sechs Grössen mit dem Factor («—%) und ihre 
Verhältnisse ändern sich nicht. Jene Grössen selbst werden wir homogene 
Coordinaten der Linie nennen und folgende Zeichen für sie gebrauchen: 


| | #ı — a,b»— a,b}. I = a,b,;—a;b,. LI; EZ a,b,—a,b,. 


= 55 —- bb, 5 =ab—- ab, eb, —ab,. 
Zwischen diesen sechs Coordinaten besteht die identische Gleichung 
2.) ut mt = 0, 

so dass sie nur vier unabhängige Grössen vertreten; wie dies sein muss. da 
eine Gerade durch vier Bedingungen bestimmt ist. 

Sollen umgekehrt sechs Grössen x,. ... x; Coordinaten einer geraden 
Linie sein, so müssen sich Grössen a, b so bestimmen lassen, dass die Glei- 
chungen (1.) befriedigt werden. Aus diesen folgen aber die Gleichungen 


— 1, — 0, —A,%, = 0, 
d,X, — 044,0 = (, 
4,04 0X; 4,0 =, 
A, + A; 7, = VÖ 


und damit diese zusammen bestehen können. muss ihre Determinante 
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« 


schwinden. Diese ist eine überschlagene und das Quadrat von z,2,+2,.2.+2,0;. 
was also Null sein muss. 
Hiermit ist gezeigt. dass die Bedingung (2.) nothwendie und hinrei- 
chend dafür ist. dass sechs Grössen #,..... x, Coordinaten einer Geraden sind. 
Sind andererseits &,. &. O;. &s Pıs Pr» Ps» 2, die homogenen Co- 
ordinaten zweier Ebenen, so werden wir aus demselben Grunde wie oben die 


(srössen 
.) / . . [> 
Yy = — Pi: = 03 —0;ßı. Y; = 0,4 04/1; 
/) [, ‚ 
„ah - UP, Henn ße, Yan — 0; ß: 


als homogene Ebenencoordinaten der Schnittlinie beider Ebenen bezeichnen 
Diese beiden Arten von Coordinaten einer geraden Linie sind jedoch nicht 
wesentlich von einander verschieden. Bezeichnen wir mit & die laufenden 
Goordinaten. mit p, q die Coordinaten zweier beliebigen Punkte. so sind die 
Gleichungen zweier Ebenen. welche durch « und b gehen 
z+Sabp=0,. Z+tsabg,—=d. 

Entnehmen wir hieraus die Coordinaten der Ebenen und bilden die Grössen 9, 
so finden wir mit Hülfe eines bekannten Satzes der Determinantentheorie. 
wenn I+a,b,p,g; = D gesetzt wird 


y,=Ba,, y=Ba, =D, w=PBn, =BDe, = De;. 


Es seien nun &,. ... X» Yı> »-. Y6 die Coordinaten zweier Geraden; wir 
wollen die Bedingung aufsuchen. unter der sie sich schneiden. Bezeichnen 
wir mit a, b zwei Punkte der einen, mit «, 5 zwei Punkte der anderen Linie. 
so ist die Bedingung des Schnittes das Bestehen der Gleichungen 
a+ib,=uon,+vß, (i=1,2,3, 4), 


welches erfordert. dass 
ztabea,f, = 0 


sei. Durch Entwickelung ergiebt sich hieraus die Bedingung 
3.) aytuayt any ty +Ry+RYy = 0. 
Bezeichnen wir, wie im Folgenden stets. 
220, +02, +22, mit AR, 
so schreibt sich die Gleichung (3.) auch 
OR 





os; 
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$. 2. Gebilde aus geraden Linien. 


Damit sechs Grössen z£,,. ... x; die Coordinaten einer geraden Linie 
seien, muss die Bedingung bestehen 


kR=V. 
Sollen nun die Coordinaten noch einer Gleichung 
so 
genügen, wo a eine homogene Function von 2,» ... X, SO giebt es eine 


dreifach unendliche Schaar von Geraden, welche dieser Gleichung Genüge 
leisten. Das so erhaltene Gebilde heisst nach Plücker ein Complex, und zwar 
vom Grade 2, wenn a eine Function »“ Ordnung ist. Die Function x ent- 


hält dann 
n—+1.n+2.n+3.n+4.n+5 
1.2.3.4.5 


Glieder und (»-+-5),—1 willkürliche Constanten, von welchen man noch, wenn 


Bi. ı MR \ 
= (NT29); 





» 2 ist. mit Hülfe der Gleichung R=0 (+3), zerstören kann, so dass 
n+1.(n+2)’”.n-+3 a - ’ m 

noch — u. —— —1 übrig bleiben. Für » = 1 stimmen beide Formeln 

DO. 


überein. so dass man allgemein sagen kann: 


n+1.(n+2)’.n +93 
3.4 
bestimmt. Wenn Relationen zwischen den Coeffieienten Statt haben. so kann 


—1 Gerade 





Ein Complex x" Ordnung wird durch 


der Complex übergehen in das System der Tangenten einer Oberfläche oder in 
das System der Geraden, welche eine Raumeurve schneiden. 
Sollen die Coordinaten x,, ... x, noch eine dritte Gleichung 
.—# 
erfüllen. so genügt nur noch eine zweifach unendliche Schaar von Greraden 
diesen Bedingungen. Man nennt die Gesammtheit dieser Linien nach Plücker 
eine Congruenz oder nach älterem Sprachgebrauch ein Strahlensystem. 
Tritt zu den drei Gleichungen noch eine vierte 
ee = 9 
hinzu, so exislirt nur eine einfach unendliche Schaar von geraden Linien, deren 
Coordinaten die vier Gleichungen erfüllen. Diese bilden eine Configuration oder 
im Allgemeinen eine windschiefe Fläche. Ordnung und Klasse der windschiefen 
Fläche sind gleich der Anzahl der Geraden, welche eine gegebene Gerade 
schneiden, also gleich der Zahl der gemeinsamen Wurzeln der Gleichungen 
R=-0, w=0, e=dD v=M 
0, 


or; 


Sa 


q 
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wo a die Coordinaten einer beliebigen Linie sind. Ist « von der n"”, » von 
der m 


ten 


‚ w von der /'” Ordnung, so ist die Anzahl der gemeinsamen Wurzeln 
2lmn 

und dies also die Ordnung und Klasse der Fläche. welche der Schnitt der 

drei Complexe v=0, e=0, w=0 ist. 


$. 3. Das Geschlecht der windschiefen Fläche. 
Denkt man sich die vier Gleichungen 
R=%, = 2 = BR e=0 
aufgelöst, so werden sich die Verhältnisse der sechs Coordinaten darstellen als. 
im Allgemeinen, algebraische Functionen eines Parameters. Statt dessen aber 
kann man sagen: die Coordinaten werden sich darstellen als ganze Functionen 
von zwei Parametern, welche durch eine Gleichung verknüpft sind. Diese 
Gleichung oder, wenn sie reductibel ist, einer ihrer irreduclibeln Factoren be- 
dingt dann eine gewisse Klasse von Abelschen Integralen und Functionen und 
zwar 2pfach periodische, wenn p die charakteristische Zahl der Abelschen 
Functionen ist, auf welche sie führt. Bekanntlich lassen sich dann jene Para- 
meter durch solche Functionen darstellen, und das Gleiche gilt demnach von 
den Coordinaten einer Erzeugenden derjenigen einfachen windschiefen Fläche, 
welche dem gewählten irreductibeln Factor entspricht. Wir werden Geschlecht 
der Fläche die charakteristische Zahl der Abelschen Functionen nennen, auf 
welche sie führt, und stellen uns jetzt die Aufgabe, dieses zu bestimmen. Um 
die Coordinaten x,, ... x, als Funclionen zweier Parameter in der angege- 
benen Weise darzustellen, verbinden wir mit den Gleichungen: 
R=-0, .=0, v.=0, »=d 

noch zwei Büschel von linearen Complexen 

a+sb = UV, 

o+29 =$, 
wo a, b, «, 5 lineare Ausdrücke der x sind, und eliminiren aus diesen sechs 
Gleichungen die Coordinaten. Die resultirende Gleichung oder einer ihrer 
irreductibeln Factoren 

y(5,23) = 0 
ist dann die Gleichung, deren p wir suchen. Ist k der Grad der Gleichung. 
welche in s und z von gleichem Grade ist, ® die Anzahl ihrer Verzwei- 


gungspunkte. so ist nach Atiemann 
nr STONE... % 
4) p= —-k-Hl. 


27 
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k ist nun gleich der Anzahl der Schnittlinien der Fläche mit einem linearen 
CGomplexe. also gleich dem Grade der Fläche; & ist gleich der Anzahl der 
Werthe von z, für welche y'(s)=0 wird, ohne dass zugleich g'(z) = ist. 
d. h. gleich der Anzahl von Complexen des Büschels «+Pz, welche zwei 
benachbarte Erzeugende mit der Fläche gemein haben oder sie berühren. 
Diese Zahl. welche man. nach der Analogie der Raumeurven. etwa den Rang 
der Fläche nennen könnte. und damit p, lässt sich bestimmen. wenn, wie wir 
jetzt annehmen wollen, die windschiefe Fläche der vollständige und nicht in 
Theile zerleebare Schnitt der drei Complexe v=0. 2 =0,. w—0 ist. Be- 
zeichnen wir nämlich mit a, b, e, d irgend vier Linien. so bestimmen diese 
ein Büschel von linearen Complexen und die Bedingung. dass einer derselben 
durch die Erzeugenden .r, x +.d.r gehe ist dann 
Z+r2,da.a,b,c,d, = d. 


Um diese Bedingung mit Hülfe der Gleichungen 


RO. a—V. e—=(. ve —. 


ZRde,=0, Zude,=0, Zords,=0, Zu,.de;, =0. (g. — = 


or; 





zu redueiren. mullipliren wir mit 

Z+u,%w;,R,o,ßs. 
in welcher Determinante die « und 5 beliebige Grössen sind. und erhalten 
dann. nach Fortlassung eines nicht verschwindenden Factors: 


Zua Zva Zwa; ZR,a; 
Sub, Zvrb, Zub, ZRb, 


9.) D=| = U. 


Zuc Zvc Zwe ZER;c, 


Zud Zod Zwd ZRd| 





Diese Gleichung ist vom Grade /+m+n—?2 und der durch sie dargestellte 
Complex schneidet also die windschiefe Fläche in 2lmn (!+m+n—2) Linien. 
Dies ist die Zahl der gesuchten Complexe, vorausgesetzt. dass die Determi- 
nante. mit welcher multiplieirt wurde, nicht verschwindet. Dies geschieht aber 
unabhängig von den « und $, wenn entweder alle x, oder ®, oder w, ver- 
schwinden. oder wenn eine Gleichung besteht von der Form 


A, u, + t;th,w, + ),R, u 0. (? — 1, 2, Ey‘ 6) 
in welchen beiden Fällen die windschiefe Fläche Doppelerzeugende besitzt. 
für die mit g’(s) auch ’(z) zu Null wird. Ist die Anzahl dieser Linien d, 
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so ist demnach 

6.) wo = Ylmn (+ m+n —2)— 2d; 
und somit, da hier k = Umn, 

2) pp Im(+m-+n—4+1—d. 
Wenn die Fläche nicht der vollständige Schnitt dreier Complexe ist, ziehen 
wir aus der Gleichung (4.) das Resultat 

8.) oo —= %2%k Hr2(p1 ). 

Um nun andere, auch für diesen Fall geltende, Formeln für p zu erlangen. 
stellen wir die folgende Betrachtung an. Wie leicht zu sehen ist, sind die 
Coordinaten des Schniltpunktes einer Geraden und einer Ebene lineare Functio- 
nen der Coordinaten der Geraden. Schneiden wir also die windschiefe Fläche 
durch eine Ebene, so werden sich die Coordinaten eines Punktes der Schnitt- 
curve darstellen als ganze Functionen von zwei Parametern. zwischen welchen 
eine Gleichung besteht, die auf 2p fach periodische Functionen führt. Das 
Geschlecht der Schnitteurve ist also gleich dem Geschlechte der Fläche selbst”. 
Die Schnitteurve hat einen Doppelpunkt, wo ihre Ebene eine Doppelcurve 
oder eine Doppelerzeugende schneidet. Bezeichnen wir also die Anzahl der 
Doppelerzeugenden mit d, die Summe der Grade der Doppeleurven mit d, 
so ist 


| SPORE DER TER | 
Er 





*) 
nz 


Andererseits stellen sich auch die Coordinaten einer Ebene. welche durch eine 
Gerade und einen Punkt geht, als lineare Functionen der Coordinaten der 
Geraden dar. und so findet man das Geschlecht der Fläche auch gleich dem 
Geschlechte des Tangentenkegels. den man von einem Punkte an sie legen 
kann, wenn man den Kegel als Einhüllende einer Schaar von Ebenen be- 
trachtet. Die Klasse dieses Kegels ist aber gleich der Ordnung %& der Fläche: 
er hat eine Doppeltangentenebene, wo die Fläche eine Doppelerzeugende be- 
sitzt und ausserdem möge er noch 0’ Doppeltangentenebenen besitzen, welche 


Doppeltangentenebenen der Fläche sind. Dann ist 


—1.k—2 v 
p = ” dd. 





Wir sehen aus der Vergleichung beider Formeln für p dass d=0', dass also 
die Summe der Ordnungen der Doppelcurven einer windschiefen Fläche gleich 
ist der Summe der Klassen der abwickelbaren Flächen der Doppeltangenten- 


*) Dies wurde, soviel ich weiss, zuerst von Herrn H. Schwarz ausgesprochen 
(dieses J l Bd. 64 2 
‚dieses Journa . 64, pag. 2). 
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ebenen. Wobei unter Klasse, wie gebräuchlich, die Anzahl der Ebenen ver- 
standen ist, welche durch einen Punkt gehen. Mit Hülfe dieses Ausdrucks für 
p finden wir noch 

o = k(k—-1)—2d— 20. 
Wenn wir endlich aus (9.) 0 berechnen und für p seinen Werth (7.) anwenden. 
indem wir 4 entprechend = 2/mn setzen, so finden wir 


10.) 0 = Imn (Almn -I—m—n-+1) —d 
als die Summe der Ordnungen der Doppelcurven einer windschiefen Fläche. 
welche der vollständige Schnitt dreier Complexe ist. 


Ss. 4. Die allenthalben endlichen Integrale. 

Den im vorigen Paragraphen gefundenen Werth (7.) von p kann man 
bestätigen durch direete Aufstellung der Integrale erster Gattung, deren es 
bekanntlich p verschiedene giebt. Die Form dieser Integrale ist nach Herrn 
Olebsch (dieses Journal Bd. 63, pag. 224) 


/ O2+ab,c,d,x,dx, 
e D , 





wo D die Bedeutung hat. die es im vorigen Paragraphen besass und wo # 
eine homogene Function der Coordinaten ist vom Grade /+m-+n-—4. Diese 
Function enthält nun ((+m+n-+1), Glieder. von welchen sich jedoch mit 
Hülfe der gegebenen Gleichungen leicht manche zerstören lassen. 

Es möge allgemein eine Function #4“ Grades der sechs Grössen x 
k,. k,,. so sieht man 
leicht man, dass man, wenn k> k,+A»-+-A;+k,. mit Hülfe der gegebenen Gleichun- 


bestehen neben einer Gleichung von den Graden k,. A», 


gen, in der Function k'" Grades so viele Glieder zerstören kann, dass nur noch 
k 5 — (k-k, 5); 4 < (k-k—k,+5)-& (k-k-k,-k;+5); 4 (k-k-k;-k;—k+5); 


3,%,% 


übrig bleiben, wo 23 die Summe bedeutet ausgedehnt über alle Combinationen 


i,z 


ohne Wiederholungen der vier Zahlen 1, 2, 3, 4 zu zweien, 3 zu dreien u. S. w. 


1,24 


Um die obige Zahl auszuwerthen, beachten wir, dass (a+5), der Coefficient 
ist von x’ in der Entwickelung von (1-+2)"'°” nach Potenzen von x; der 
obige Ausdruck ist dann gleich dem Coefficienten von x° in der Entwicke- 
lung von 
A+2). 11-142). 11-142). 11-142)". 11-142) ) 
= (142. kkkkf1— (kt +k+h,+4)c+-} 
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nach Potenzen von x, und findet sich also 





k k. k h , 
Ba Te bel (k,-+ k, Ihe, 


11 N se kı k; k; k; 2 5) \ 


Hk —6). 


J l 


Ist. wenn A. Ay, Ay, Ak, nach der Grösse geordnet sind, k<k+k+h, tk, 


dagegen > y+Äky+k,, so ist die obige Zahl zu vermindern um 
k—k,—-k,—k,—k,-+5). 
d.h. zu vermehren um (k, +, +4,+Ah,—k—1l),. Wenn k auch noch 
< k+lk,+k,. 
so ist der Ausdruck weiter zu vermindern um (»-+A,+k,—k—1).. Hier. 
wo k=!+m-+n—4 und k,=2, tritt der letzte Fall ein und es findet sich 
demnach die Zahl der Glieder 


— 2lmn (lI--m+n— 4) —Imn I-m+n—4)-+1 
— Imn!+-m-+n—4)+1. 
Da aber der Complex # noch durch die Doppelerzeugenden gehen muss. für 
welche die Determinante D=0, so ist diese Zahl noch zu vermindern um d, 
so dass in der That nur p Glieder übrig bleiben, welche mit willkürlichen 
Constanten multiplieirt sind. 

Die windschiefe Fläche wird von einem Complex in einer endlichen 
Anzahl Linien geschnilten. Wie nun Herr Ülebsch a. a. O. gezeigt hat. ist 
die Summe von Abelschen Integralen erster Galtung ausgedehnt über dieses 
Schnittsystem constant, wenn der Complex durch die Doppelerzeugenden geht. 
Durch passende Wahl der unteren Grenzen, oder indem man von einem 
Schnittsystem bis zu einem anderen inlegrirt, kann dieser constante Werth 
gleich Null oder wenigstens gleich einem Periodieitätsmodul gemacht werden. 
Ist der Complex von der Ordnung %, so erhält man auf diese Weise zwischen 
den 2klmn—2d Schnittlinien beider Gebilde » Gleichungen und p dieser Linien 
sind also durch die übrigen bestimmt. Und in der That beträgt, wenn k 
!+-m-+n-—3. die Anzahl der in # noch bleibenden Constanten nach (11. 


2 klmn — Imn !+m+n—A). 


Man kann also von dem Schnittsystem 2klmn — Imn (I+-m+n—4)— d—1 Linien 

beliebig wählen und /mn (!+m+n— 4)—d+1=p sind dadurch bestimmt. Die 

aus dem Abelschen Theorem fliessenden Gleichungen sind also gerade hin- 

reichend zur Bestimmung dieser Erzeugenden. Wenn k</+m+n—3, 50 

wird die Zahl der durch die übrigen bestimmten Schnittlinien kleiner. ohne 
Journal für Mathematik Bd. LXVII. Heft. 2 18 
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dass jedoch die Gleichungen des Abelschen Theorems zu bestehen aufhören 





können. 

Man kann mit Hülfe des Abelschen Theorems, nach Analogie der von 
Hierrn ÖOlebsch bei den Curven aufgestellten Sätze, mit Leichtigkeit Sätze auf- 
stellen über die Berührungen von Gomplexen mit windschiefen Flächen, die 









wir jedoch, da sie sich beinahe wörtlich aus jenen ablesen lassen. übergehen. 


$. 5. Die singulären Erzeugenden. 

Zwei aufeinanderfolgende Erzeugende einer windschiefen Fläche schnei- 
den sich im Allgemeinen nicht, und es exislirt nur eine endliche Anzahl von 
solchen, bei welchen es Statt hat. Wir wollen diese singuläre Erzeugende nennen 
und uns jetzt die Aufgabe stellen, deren Anzahl zu bestimmen, für den Fall 
einer windschiefen Fläche, welche der Schnitt dreier Complexe ist. 

Es seien z,. -.. 2, die Coordinaten einer Geraden. x+dr die einer 
benachbarten. Es bestehen dann die Gleichungen 


oR o’R 
na +4 Z da;de, —— — 0. 
Or; ” OT, OT 


R(z)=0, R(a-+de) = dr, 
Sollen sich beide Linien schneiden, so muss 
' ‚oR 
=(0,+de,) 5 = U 
sein. Verbindet man diese Gleichung mit der vorigen, so zeigt sich, dass. 
wenn zwei Systeme von Grössen x, ©+ dx die Coordinaten zweier sich schnei- 
denden Linien sein sollen, die Gleichungen bestehen müssen 


12) Ra)=6 ER ET 


Or, 0X, 





Neben diesen gelten für unseren Fall die Gleichungen 
u—(, v—=(, w—ß(, 
Zude; =V0, Zode,=0, Zwde —=0. 
Bestimmen wir aus den drei letzten Gleichungen, der zweiten (12.) und einer 
Gleichung 
Skhds; = VO. 
welche aus einer Beziehung IA,x,;,—= 1 zwischen den homogenen Coordinaten 


hervorgeht, die Verhältnisse der dx und setzen sie in die letzte Gleichung 
12.) ein, so erhalten wir in der mit 
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cn ir E 


%ı m» % dd, 9% % 


oo %: % %% W % 


' TE TE 
wi Br 


veränderten Hesseschen Determinante von AR die Gleichung des Complexes. 
welcher die windschiefe Fläche in den gesuchten Erzeugenden schneidet. In 
der so erhaltenen Gleichung kommen die willkürlichen Constanten k noch im 
„weiten Grade vor. Diese kann man auf bekannte Weise in einen Factor 


kat 4A) = 1 vereinigen und erlangt so endlich die Gleichung des 


ng 
)2 


rn ’ , oR Dr 
Complexes,. wenn man noch die Werthe der ——— einträgt: 


OL;0XH 


0001900 av wl 
2 BI 5 5 
. 82 ee ee a I . ı m 
I090d 90 O9 dd u 
0 1990990909 u 


J 


0 0 1 0 O0 Od u: Wr 








| Tr Te TG TE GE DE zu 
er Ge Zr ST 


oe m © u % ww 9 0 0 





Dieser Complex ist vom Grade 2(l!+-m+n—3). Die Anzahl seiner Schnitt- 
linien mit der Fläche ist somit = 4lmn(!+m-+n—3). Jede Doppelerzeugende 
ist aber auch Doppelerzeugende dieses Complexes, und somit sind von dieser 
Zahl die Ad Schnittlinien, welche in Doppelerzeugende fallen, fortzulassen, 
weil sich dort wohl benachbarte. aber nicht aufeinanderfolgende Erzeugende 


a) 


schneiden. Es bleibt also die Zahl der singulären Erzeugenden 


— Almn (I+m+n—3)— Ad 
= 2k+4(p—1). 


/ 


13) ) 
| ! 


Für ein Hyperboloid ist k=2. p=0. Daher die Zahl wie bekannt =. 
Setzen wir 2 =2, m—=1, r»=1. so wird k=4. p=1 und also die Zahl der 


singulären Erzeugenden = 8. 


18 * 
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8. 6. Beziehung der windschiefen Fläche auf eine Curve. 


Wir haben gesehen, dass die Coordinaten der Erzeugenden einer wind- 
schiefen Fläche sich darstellen als homogene Functionen dreier Parameter, 
zwischen welchen eine Gleichung besteht. Fassen wir diese Parameter als 
die Dreieckscoordinaten eines Punktes in einer Ebene auf, so stellt die Glei- 
chung zwischen ihnen eine Curve dar und es ist also, durch die homogenen 
Funetionen. eine solche Beziehung festgeselzi zwischen der Fläche und der 
Curve, dass. im Allgemeinen. jedem Punkte der Curve eine Erzeugende der 
Fläche entspricht und umgekehrt. Jedem Punkte der Ebene wird aber auch 
eine gerade Linie zugehören, deren Coordinalen man findel, indem man in 
jene Funetionen die Coordinaten des Punktes einträgt; alle diese Linien bilden 
eine zweifach unendliche Schaar, d. h. ein Strahlensystem und sind durch ge- 
wisse Eigenthümlichkeiten an einander geknüpft. Jeder Curve der Ebene ent- 
spricht dann eine windschiefe Fläche des Strahlensystems,. und der Geometrie 
der Ebene eine Geometrie im Strahlensystem. 

Es mögen die Coordinaten x einer geraden Linie gegeben sein als ho- 


r 


mogene Functionen m" Ordnung 


cf 


YıYy2Y3)» 


wo o ein Proporlionalitätsfactor ist, und die Funclionen g als so beschaffen 


14.) 22, =4 


vorausgesetzt werden, dass sie die Gleichung 
(15. yyryA+yIyP!+yNgN = 0 
identisch erfüllen. 
Wir wollen ferner vorausseizen, dass Punkte, Ausnahmspunkte, vor- 
handen sind. für welche alle Functionen @ gleichzeitig verschwinden; und 


‘ten 


zwar mögen die Curven 9=Ö im ©" Ausnahmspunkte alle einen n, fachen 


[E 
Punkt haben. Da für einen solchen Punkt die linken Seiten von (14.) gleich 
Null werden. so müssen entweder alle x verschwinden, was keinen Sinn hat. 
oder o muss Null sein und zwar fach. Differentiiren wir nun die Gleichungen 
(14.) mal, so erhalten wir, da für den Ausnahmspunkt d=doe=- = dM""o—0. 


’ » ach “” [44 2 Ü: . 
d'o.z, = Zdyy' dyz? dys’.clg", 


07 g) 





wo der Kürze wegen O4y“ für gesetzt ist. Man sieht hieraus. 


Oyr' Oyz» Oys> 
dass jeder Richtung in der Ebene der y, in der man vom Ausnahmspunkte 
fortgeht, eine bestimmte Linie entspricht. 
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Denken wir uns nun in der Ebene der y eine Curve »"" Ordnung 


ten 


f=d. welche im ©" Ausnahmspunkte einen «,fachen Punkt hat, und bestimmen 
die Ordnung der ihr entsprechenden Fläche. Diese ist gleich der Anzahl von 
Schnittpunkten mit einer Geraden a oder gleich der Anzahl der gemeinsamen 
Wurzeln der Gleichungen 
sa RR 
“ 


d; 


Es sind deren m.n. Da aber die zweite Gleichung, unabhängig von den «a 


befriedigt wird durch die Coordinaten der Ausnahmspunkte, so sind die diesen 


entsprechenden Schnillpunkie zu verwerfen und der Grad der Fläche ist also 


(16) kA= m.n-Za,ı 


e jr” 
Das Geschlecht der Fläche ist gleich dem Geschlechte der Curve f und so- 
mit. wenn wir mit 5 die Anzahl der Zweige eines vielfachen Punktes be- 
zeichnen, der kein Ausnahmspunkt ist 


I 


‘ / 
47, a n—1i.n- ?_ ya) y/ 


‘) 9 
- ve 


Zi 
(&; —)) 
ı 


5 e 











Die Fläche wird dann die Erzeugenden, die vielfachen Punkten entsprechen. 
welche nicht zugleich Ausnahmspunkte sind, zu vielfachen Erzeugenden haben. 
und zwar zu Pfachen, wenn der betreffende Punkt 5 Zweige hat. Ausser- 
dem werden noch Doppelerzeugende auftreten. welche von der Natur des 
Strahlensystems herrühren. Deren Anzahl plus der Summe der Grade der 
Doppeleurven findet man aus (9.) $. 3, indem man die oben gefundenen Werthe 


en x Bi BI 
für % und p einträgt und von der berechneten Summe d+Jd noch FI 
abzieht. | 

Es ist hier, wie im Folgenden, vorausgesetzt, dass die vielfachen Punkte 


keine zusammenfallenden Tangenten haben. 


$. 7. Der Rang der windschiefen Fläche. 


Die Zahl der linearen Complexe eines Büschels, welche eine wind- 
schiefe Fläche berühren, könnten wir, mit Hülfe der obigen Zahlen, aus (8.) 
berechnen. Wir wollen jedoch hier, um eine Anwendung der eben entwickel- 


ten Principien zu machen, jene Formel direct verifieiren. 
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Die Gleichung des Büschels sei „+40 =0. wo «x und ® lineare Aus- 
drücke in den « sind. Wenn man nun in der Gleichung eines Complexes 














für die Coordinaten x die g setzt, so erhält man die Gleichung einer Curve. 
deren Schnittpunkte mit f=0 den Schnittlinien des Complexes mit der Fläche 
entsprechen. Aus dem Büschel von Complexen «+40=0 entsteht so ein 
Curvenbüschel und der gesuchte Rang der Fläche ist gleich der Anzahl von 
Curven dieses Büschels, welche f=0 berühren, d. h. gleich der Anzahl der 
Schnittpunkte dieser Curve mit der Jacobischen Curve der Functionen f, «, v, 
deren Gleichung T=0 wir abkürzend schreiben wollen 
f: 
ee) FTeisj=M 


Io | 
Diese Curve ist von der Ordnung 2m +nr»—3 und die Anzahl ihrer Schnitt- 
linien mit f=0. also » 2m -+n—3). Hievon gehen aber einige ab. Hat f=0 
einen »fachen Punkt. der kein Ausnahmspunkt ist, so hat T einen (%—1)fachen 
und die hier entstehenden %(#—1) Punkte sind nicht zu zählen. 

Hat aber f einen «fachen Punkt in einem nfachen Ausnahmspunkt, so 
wird T /2,—+e—38)fach Null. Um die Natur dieses Punktes näher zu unter- 
suchen. setzen wir in T für y y+4z. wo unter y die Coordinaten des be- 
trachteten Punktes verstanden sind und entwickeln. Das erste Glied. welches 


nieht verschwindet. enthält 47°“, dessen Coeffieient ist 





Da—lp 
all} 
( n 1 u, — 0 u ii 
o’"v 
an . . “ u / C 0 _ © { . 
wo 0”g symbolisch gleich ist —-(3ı S-+2:-— +33 ——)Y. Aber auch dieser 
‚ u Fa 


Coefficient ist gleich Null. Um dies zu zeigen. bilden wir, unter A beliebige 


(irössen verstanden. 


Ayır agtAg)ot"TT= (AyıtayptAy A 
| 0 of. | | 
| 0 u 
0 oe 


Aus der symbolischen Darstellung von ©” folgen nun leicht die Gleichungen 


N n 
« O nn O ‘ 
n—1 n—1 ? 
0 OD, = a0" ct = ——0O'G, 
Pi dy. PF f 
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mit deren Hülfe die rechte Seite der vorigen Gleichung 
0 A, 





I 


(m—n+1)o”ve 07e, 
wird. Dieser Ausdruck verschwindet aber, da ja of und ou, or 
verschwinden, weil f einen @fachen, « und » aber einen nfachen Punkt haben. 


Wir müssen also den Coeffiecienten von 2°”*°" betrachten. der sich findet 


| Je Tor 


ort ’T a1 | ( n- u, ı| 0" u, I-+ 0" n, | \ 
op, oo, | 0"v; 








Multiplieiren wir wieder mit A,yı+ Ay: + A;Yy;. so geht mit Benutzung der 
[rüheren Gleichungen der erste Term über in 





0 . 

| 

/a_n\nef n)@ | 
| n—a)c of. 
0 ou, 

Ü ote| 


und ähnlich verwandeln sich der zweite und dritte Term. so dass man schreiben 




















kann 
| 0 "A 
| 
| \Naf Je—p 
/ : \nN9yn m | (n— eo) of 0 fi | 
Ayı + Ay: + A, 9)0” "If = nd N, Ani, | 
(m—n)o"u 0 Tu, | 
s N) « r | 
(m—n)O'e oe, 
£ a B 5 - r m—n er m—ıN 
Multiplieirt man die drei letzten Reihen mit a - 1 z, und 
fl 
subtrahirt von der ersten. so kommt: 
MmM—- N, h 
(A, Tr A: 172+ A; 13) A, 
N | 
nn — ma „, 
i Nun Ir Ö & i 
(A, yı+ A» Y: 7 4;4Y;) 0"' I=— N [ / | 
0 ou; | 
19.) | 
( ’\ 0 ot | 
0A, 
nn —ma u 
he. of.|jor'a |: 
N 
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Die Curve T hat also einen (27+«@—2)fachen Punkt, von dessen Tangenten 
« mit denen des Punktes von f= 0 zusammenfallen; und die Anzahl der fort- 
zulassenden Schnittpunkte ist somit @(@«+1)+(27—2)e. Die gesuchte Zahl 
wird also: 
n (2m +n—3)— &P,(P,—-D-Z2n,a— Za;le, —1 
2k+2(p—1). 


wie wir oben eefunden hatten. 


$. 8. Die singulären Erzeugenden. 


Wir wollen jetzt die Anzahl der singulären Erzeugenden bestimmen. 
welche auf der durch die Curve f=0 dargestellten Fläche liegen. 

Die Bedingung, dass sich zwei durch die Punkte y und y+dy re- 
präsentirte Linien schneiden, ist die 
5) / 


Ve re) + y+HAay)+y I y)yyHrdy)tyy)yiy+dy 


+ Yy)y”y+dy)+ ge" Yy)y(y+dy). 
Entwickeln wir hier die g(y+dy) und bedenken, dass der identischen Glei- 


ehune (15.) wegen. 


(yPyp®+ 4 gg‘ y‘ +g“ ’y“ HIHI gg) 0. 
20. t N 2 
Liu + = u enge 4 a +... —l), 


so verschwinden die Glieder erster Ordnung und die Glieder zweiter Ordnung 
schreiben sich. 


N (3) 


F (4) 2 5 2 5 
21, gg „N y + +! g‘ ’+y! op‘ a p‘ 


seselzi. 


1] 
_ 


d 


22. - a,dy,dy, = 


Setzen wir hier für die Verhältnisse der dy die Werthe, welche sich aus den 
Gleichungen 
Zfdy, =0, Zk,dy, = 
ergeben. so erhalten wir in 
dı An a5 fı Ai) 


Be 

vn 
= 

Ne) 





dıy An As 
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die Gleichung der Curve. welche f=0 in den Punkten schneidet. welchen 
singuläre Erzeugende entsprechen. Diese Gleichung enthält noch die Grössen 
k im zweiten Grade. und diese müssen in einem Faclor abgesondert werden. 
Dass dies möglich ist. sieht man leicht ein. Denn bildet man. einen Aus- 
druck wie a y, ++ 4,9 = a gesetzt. S.!’, indem man der obigen Deter- 
minante noch die Zeilen 

WLLHOOODI 


V)VUVOOOIO 


und die entsprechenden Colonnen zufügt, so kann man diese Gleichung leicht 
translormiren. Es dienen hierzu die aus (21.) wegen des Satzes der homo- 


oenen Funetionen hervorgehenden identischen Gleichungen 
24. Say =0, (k=1,2,3): 


Die transformirte Determinante ist dann gleich S’.k, wo 5° sich von 8 nur 


dadurch unterscheidet, dass die / an die Stelle der k getreten sind. Aus der 


. Y ) y ) I S » . . 
Gleichung 8." =S'.k’ folgt aber, dass 75 von den k frei sein muss, w. z. b. w. 
[) 


Um den Factor 4 = 1 wirklich abzusondern, bedarf es einer genaueren Unter- 
suchung der Form der Grössen a,. Wir glauben diese hier um so mehr 
übergehen zu können, als die Untersuchung der Singulariläten von S sich 
leichter an die obige Form anschliesst, und die andere, von 4° befreite Form, 
keine Vortheile bietet. 

Die Curve S=0O ist von der Ordnung 2(m-+nr—3) und hat also 
In(m+n—3) Schnitipunkte mit f=0. Von diesen Punkten sind jedoch manche 
zu verwerfen. Hat zunächst die Curve f=0 einen Pfachen Punkt, der kein 
Ausnahmspunkt ist, so hat S dort einen (29% —2)fachen Punkt, und die Anzahl 
der in diesem Punkte vereinigten Schnittpunkte beträgt somit 257(%—1). Diese 
sind aber nicht zu zählen. weil sich in der entsprechenden Linie wohl un- 
endlich nahe aber nicht aufeinanderfolgende Erzeugende schneiden. 

Hat aber die Curve f einen «fachen Punkt in einem Ausnahmspunkt, 
so ist der Fall. dass dieser ein einfacher Punkt aller Curven 9=0 ist, von 
dem zu trennen, dass er ein vielfacher Punkt ist. 

Im ersten der beiden Fälle wird S (2@—1)fach Null, da, wie aus 
(20.) erhellt, «a;, daselbst Null wird. Um die Natur dieses Punktes zu er- 


forschen, haben wir zu betrachten 
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ca, 0A, CA;; Ö 
04,, Cds, CA,; ( 
DB = 108, CA;; CA.- 0“ 


— g/ ( - Te () 
k, k;, k- (0) 
definiren. 


Mit Hülfe der Gleichungen. welche die «a, 


dass für einen Ausnahmspunkt die Gleichung Statt 


oA / MH r A ° 
7 ‘ „, ON 


aus der sich die speciellen Fälle 


C d, 








{ 7 


ergeben. 
Weil ferner für einen Ausnahmspunkt a, 


(rleichune: 





u oA k O4, O4, 
0 = —y+—y+ 
oy, ” " oy 


=o0. 
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” u / k,! 
ke 


Rk % 
0 
0 


erkennen wir nun leicht. 


findet: 


hat man auch die 


Ss0 


Y3- 


Berechnet man aus diesen Formeln die Werthe der Differentialquotienten, so 


findet man schliesslich 


ca > 2M ki = — My,z, 


E Ny ,S 


My — Ny:) 25. 


Cd», 2aN 4,3 "Y;2ı.- Cd, = N\y; —Py ee Ny,z;+FPy 3 
. » > 
ca IP y 3 —Yı3 Ca;,, = My,2,— Py,— My, 3; — Py,z; 
y “; . 1 - » n - 1. “ı . , a 6 - 
\us der identischen Lleichung Sa Y V Tolet noch dıe Lleichunzg > ca :Y,; CR 
üeren Desienen erfivoftuefil,n Uüa>ss 
Yy \ YıTr Py: ne 
‚Insahı > am ı EL, al 
sel Dieser Lieichunge zenurend Kann man setzen 
. > 
W: w: f 1. 9; 1. : l.y, — A,y 7 — A,y 
Führt man nun die Werthe der ca ın S ein. € sl iles 
> d) — ii ) A, y — Al 7 
x ) 2 494 —A4 
7 a dl &;, d f L { 1 Y, AM 
> 4 . ww» | 1 .r I 
Reducirt man diese beik Determinanten auf e bekannte Art, s ündeti sıca 


eich 
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Die Curve S hat also im Ausnahmspunkt einen ‘2e—1\fachen Punkt. von dessen 
Tangenten «@ mit denen des Punktes von f eoineidiren. Dieser Punkt absorbir! 
somit ae + Nele —I 2«@° Schnittpunkte. die nicht zu zählen sind 

Wir betrachten jetzt den Fall. dass der Ausnahmspunkt ein »facher 
Punkt ist. wo 7 72. Da, wie man aus 21.) sieht. die a, (27 —2)fach Null 
werden. so hat S einen (?7-+2«@— 4)\fachen Punkt. 


Um ihn genauer zu untersuchen. betrachten wir die Polare 


a a OT OT KK 
Br DE 9 h & 
Bere Ber re GG 0, % 
a 4 lite / aa € (0 (0) 
k k. ls; (0 0 
Da nun die Gleichung 
Aıyı aa: + a, = = 1.2.3 


eine identische ist, so gelten für den Ausnahmspunkt die Gleichungen 
6) Nora. tnO7ta.t+y0”"a, v. 


Aus der Gleichung 


a, N\n-—1 (Mani (+) N, 1 (il), l (+) 
O77q op oT +oT a 077g, 
die, wegen 
Nn—l ( ? 
OT 0" g 
O3, 
auch geschrieben werden kann: 
n2n—? oO Nn 1) ( N ,r(#) Q (#) ( (1) 
07" =— 0" 0" ON OL 
. 0%; O2] / ! ( I; / OS / 
[folgt nun 
zz, 0a, = OO Id + O9» p 
ı ih / 02% / [ O2; 


Die rechte Seite dieser Gleichung ist identisch Null. wie sich sogleich zeigt, 
wenn man die Operation 0” auf die identische Gleichung 


(), 23,49 | (3) ,;, (5) () 


Y p”’+y Y ryp’g 


anwendet. für die 4 die Coordinaten des Ausnahmspunktes setzt und dann 
’ Y 


nach z, differentiirt. Wir haben also auch die Gleichungen 


27) SHOT +0" +30 Ta; =0 (i=1,2,3). 


19" 
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\Wenn wir eine der Gleichungen 26.) mit der entsprechenden Gleichung (27. 
verbinden, so können wir die Verhältnisse von 
iu eu u” FREIE; 5 
berechnen. Durch Vergleich der beiden Werthe von © "a. 67" "a,. 0 ’a,, 
können wir die auftretenden Proportionalitätsfactoren bis auf einen bei allen 


(irössen eleichen Factor bestimmen und finden so endlich: 


Tan = Ans pa), OT Anz — 3) Y3ı —Yız), 
Em = Ayas—yY3z), OT’ = Ay as—Y 3) yıı2 —Yı2ı), 
Ta, = Ayz— pr). OT au = Ayzr—Y:2) 33 —Y;2 


Hiermit wird 

25 le a BR - Br = ALOTT-F. 
p KON hof 
y KOT of 


[A 


[A 


Der Factor A ist von der Ordnung 27 —4 in den 2. Die Curve S=0 hat 
somit in dem betrachteten Punkte 2« Zweige. von deren Tangenten je zwei 
mit den Tangenten des Punktes von f übereinstimmen, und weitere 27—4 
Zweige. Es fallen sonach in diesen Punkt 2e’— 2«+2en —4«e Schnittpunkte 
beider Curven. Die Anzahl der für unsern Zweck in Betracht kommenden 
Schnittpunkte,. also die Anzahl der singulären Erzeugenden ist endlich: 


» ,) . | = s Es - FE < 
In m+n—3)—- F29 9-1) —-2re — I 2 


SH !n Ic u Jcır . Ir 2 


wo sich die erste Summe auf die vielfachen Punkte. welche keine Ausnahms- 


punkte sind. die zweite auf die einfachen und die dritte auf die vielfachen 
Ausnahmspunkte bezieht. Die obige Zahl ist nach 16. und 17. gleich 


29 2 4 gr“ | 


. „r y ] 1 .. , . 2 ie . 77 - Bu D — “ 2 E_ 1 . - 
Jiese Zahl. welche mit der, im speciellen Falle des 8.5 eelundenen. uDer- 
Ten S 


eilt unter der Voraussetzung, dass die vielfachen Punkte von f=0 


eınstiimmi, 


4 


keine zusammenfallenden Tangenten besitzen. eine Voraussetzung. die aber 


bei alleemeinen Flächen ihrer Art stets von selbst eintreten wird. 


Sy y “ %y * * 4 . . 
\ 5 ' £ sınoatern irn ze ansvstepr arst y. 0) 
T LIT 


SF 7 L rıe ım „»Diräanlien „ce crstier Tünune. 
ö a , - . “ » » on B. ze mu I nm ı ro 12H I. Ya 
\ls Beispiel für die in $. 6 angedeutete Behandlungsweise der Geo- 
N \ ı . I 1 \ . \ 2 r.. hr I nF no 
trie im Strahlensvstem, wollen wir das Strahlensvstem betrachten. welches 
meirtie I SLraie i \ 


sıı 


entsteht durch den Schnitt zweier linearen Complexe 














Lüroth, zur Theorie der windschiefen Flächen. 149 


a} * 
Es seien 


a= Zar =0 und b=>br,=0 


i ‘ 
die Gleichungen der beiden Complexe. Das Strahlensystem, welches sie er- 
zeugen, ist identisch mit dem Schnitte der beiden Complexe 


a+b=V. a+kb=O. 


Wir wollen nun für 4, und A, die Wurzeln der quadratischen Gleichung setzen: 
(a1+4Ab)(a+4b)+(a+4b,)(a,+ib,)+la,+Ab,)(+4bs 0. 
Jeder der beiden letzterwähnten Complexe stellt dann eine gerade Linie dar. 
und wir sehen also hieraus: 
Alle Strahlen des Strahlensystems, welches der Schnitt zweier li- 
nearen Complexe ist. schneiden zwei gerade Linien. 
Dass diese Linien sich im Allgemeinen nicht schneiden werden ist klar. 
Es ist leicht. von dieser Eigenschaft ausgehend die homogenen Functionen des 
$.6 zu bilden. Legen wir zwei gegenüberliegende Kanten des Coordinaten- 
tetraeders in die beiden Geraden, welche wir mit A und B bezeichnen wollen. 
so sind die Coordinaten eines Punktes der Linie A etwa 
0. O0. a. 4a. 


und eines Punktes der Linie BP 
b, ub, 0, UV. 


. . ° . x . . r . 5 e/ - 
Bilden wir hieraus die Coordinaten ihrer Verbindungslinie und setzen -"- für 
y 
- WG. nn ‘ . ie x . 
ı, 7 für «, so sind die Ausdrücke der Coordinaten 
Y; 2 
s=0, = a5Y%, 3 = -abYyNl, m =0, 5 = —-Yyyıadı, = ul YıY:; . 


Wir sehen hieraus, dass die Punkte y,=0,. 9, =0 und ,=0, y,=0 einfache 


abhäneie von 


hm 
\ 


I 
Y; 
der Richtung, in welcher man von ihm fortgeht: es entsprechen somit den Rich- 


Ausnahmspunkte sind. In dem ersten dieser Punkte wird 


tungen um diesen Punkt die Linien. welche man von dem Punkte db, der Linie 
B durch die Linie A ziehen kann. Ebenso entsprechen dem anderen Aus- 
nahmspunkte die Geraden, welche sich von dem Punkte a, der Linie A durch 
die Gerade B legen lassen. 

Hieraus ist ersichtlich, dass die Linie y„, =0 in allen ihren Punkten 
nur die eine Linie a,b, darstellt. die wir künftig mit © bezeichnen wollen. 


Es ist hierbei beachtenswerth. dass C nur abhängig ist von der Wahl des 


Coordinatentetraeders nicht aber von der Natur des Strahlensystems. 
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Da zwei Linien des Systems sich nur auf einer der beiden Geraden 
A, B schneiden können, so ist klar, dass alle in diesem System gelegenen 
windschielen Flächen keine anderen vielfachen Curven als diese Geraden haben 
können. Es ist ferner klar, dass auch keine Doppelerzeugende im Strahlen- 
system exisliren. 

Schneiden wir nun das System durch einen Complex von der N" 
Ordnung. so erhalten wir die der Schnittlläche entsprechende Curve. wenn 
wir die Werthe der x, wie sie oben durch die y ausgedrückt sind. eintragen 
in die Gleichung des Complexes. Es entsteht so eine Curve 2N'“" Ordnung. 
welche in den beiden Ausnahmspunkten Nfache Punkte hat. 

So wird der Schnitt eines linearen Complexes dargestellt durch einen 
Kegelschnitt, welcher durch beide Ausnahmspunkte geht. Die entsprechende 
Fläche ist ein Hyperboloid. Es lässt sich leicht zeigen. dass diese Fläche 
unendlich viele Geraden enthält. welche alle Erzeugenden schneiden. Ist 
nämlich e= 0 die Gleichung des Complexes,. durch dessen Schnitt mit a und 
b sie entsteht, so liegt jede ihrer Erzeugenden auch auf dem Complexe 
),,a+1,b+4,e=0. Die Grössen 4 lassen sich aber auf unendlich viele Arten 
so bestimmen, dass dieser Complex eine gerade Linie darstellt. Hiermit ist 
jener bekannte Satz bewiesen. 

Der Schnitt eines Complexes zweiten Grades mit dem Strahlensystem 
ist eine Fläche vierter Ordnung von dem Geschlechte p=1, welche durch eine 
Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten in den Ausnahmspunkten dar- 
gestellt wird u. s. w. 

Wir wollen jetzt umgekehrt untersuchen, welche Flächen durch ge- 
oebene Curven dargestellt werden. Der Grad einer Fläche. welche durch 
eine Curve »'” Ordnung, die im Ausnahmspunkte y, = 0. y, = 0 einen «fachen, 
im anderen einen $fachen Punkt hat, repräsentirt wird, ist 


) 


k — 2n—0o—P. 


Da hier jedem Werthe von = n—c. Werthe von = entsprechen, so gehen 
J3 J3 

durch jeden Punkt der Linie A n—« Erzeugende, so dass diese Linie 

(n—e)fache Curve ist. Ebenso wird BD (n—/?)lfache Curve. Ferner sieht 

man. dass jede durch BD gelegte Ebene (a—e)fache und jede Ebene durch 

A (n—/?)fache Tangentenebene ist. Da weiter die Curve die Linie 9, = 0 

noch in a—a—/ Punkten schneidet, welche sämmtlich der Linie © entsprechen, 


so ist diese Linie (a—«@—/?)fache Erzeugende der Fläche. 
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Wenden wir dies an auf die oben betrachtete Schnittfläche des Svstems 


mit einem Complexe N " Ordnung. so folgt: 


Eine windschiefe Fläche 2N'" Grades. welche der vollständiee Schnitt 
zweier linearen Complexe mit einem Complex N" Grades ist, hat zwei 
Nfache Curven. welche eerade Linien sind. 


Wir bemerken noch, dass diese Fläche. von allen 2X” Grades. welche 
der vollständige Schnitt dreier Complexe sind, das höchste p besitzt: wie sich 
aus Formel (7.) $. 3 leicht ergiebt. 

Im speciellen Falle, wo N = 2, hat die Fläche vierter Ordnung. die 
beiden Geraden zu Doppeleurven. Wir bemerken noch, dass diese Fläche 
vierten Grades die einzige ist, für welche p=1 ist. Denn setzen wir in 
8)$. 3 k=4, p=1,. d=0O so ergiebt sich 9=2, und dass diese Curve 
nur aus zwei sich nicht schneidenden Geraden bestehen kann. wenn die Fläche 
eine eigentliche Fläche sein soll, ist klar. 

Einer Geraden, welche durch einen Ausnahmspunkt geht, entspricht 
nun ein Strahlbüschel. welches von einem Punkte der einen der Linien A, B 
durch die andere gelegt ist. 

Geht die Gerade nicht durch einen Ausnahmspunkt, so stellt sie ein 
Hyperboloid dar, welches, da die Gerade y;, = 0 in einem Punkte geschnitten 
wird, die Linie € unter seinen Erzeugenden enthält. Da eine Gerade durch 
zwei Punkte bestimmt und die Linie C willkürlich ist, so sehen wir, dass ein 
Hyperboloid durch drei Erzeugende bestimmt ist. 

Ein Kegelschniti, der durch beide Ausnalımspunkte geht, ist das Bild 
eines Hyperboloids. welches aber die Linie © nicht enthält. Da nun ein 
Kegelschnitt eine Curve zweiter Klasse ist. so giebt es zwei Hyperboloide. 
welche durch zwei Linien des Systems gehen und ein Hyperboloid, welches 
diese Linien nicht als Erzeugende enthält, in zwei aufeinanderfolgenden Linien 
schneiden. 

Ein Kegelschnitt der durch einen Ausnahmspunkt geht, z. B. durch den 
y=0, =. stellt eine Fläche dritter Ordnung dar, welche in der Linie b 
eine Doppei- und in A eine einfache Curve besitzt. Die Linie C gehört zu 
den Erzeugenden der Fläche. Wir sehen hieraus, dass die Fläche durch 5 


ihrer Erzeugenden bestimmt ist, wenn eine Linie, welche Doppeleurve und 


eine andere, die einfache Curve werden soll, gegeben ist. 
Geht ein Kegelschnitt durch keinen Ausnahmspunkt, so ist die ent- 























152 Lüroth, zur Theorie der windschiefen Flächen. 


sprechende Fläche von der vierten Ordnung, A und B sind ihre Doppelcurven 
und € ist eine Doppelerzeugende. 

Diese Fläche erscheint als specieller Fall der allgemeinen Fläche vierter 
Ordnung mit den Doppeleurven A und B, welche durch eine Curve dritter 
Ordnung dargestellt wird, die durch die Ausnahmspunkte geht. Für diese 
Fläche, welche mit der oben erwähnten identisch ist. ist p=1. Sie wird. 
wenn ihre Doppeleurven gegeben sind. durch acht Erzeugende bestimmt. Da 
eine Curve dritter Ordnung neun Wendepunkte hat, so giebt es neun Hyper- 
boloide des Strahlensystems,. welche durch eine gegebene Erzeugende der 
Fläche gehen und diese in drei auf einander folgenden Linien schneiden u. s. w. 

Diese Beispiele werden hinreichen, um die Art der Uebertragung von 
Sätzen aus der Ebene zu zeigen und es wird leicht sein. diese Uebertragung 
vorzunehmen, besonders wenn man noch die projectivischen Beziehungen 
zwischen den windschiefen Flächen, für welche p=0 ist, einführt, auf welche 
die entsprechenden Curven, die ihre Bilder sind, hinweisen. 


Mannheim. im November 1866. 
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Ueber Strahlensysteme der ersten Ordnung und 
der ersten Classe. 
(Von Herrn O0. Hermes.) 


Di. Erklärung eines Strahlensystems der ersten Ordnung und der 
ersten Classe als eines Systems von geraden Linien. von denen durch jeden 
Punkt im Raume nur eine einzige geht und ebenso in jeder Ebene nur eine 


“ . 


einzige enthalten ist. genügt den Anforderungen nicht. welche man von Seiten 
der Geometrie an eine solche Definition stellt, insofern sie nicht unmittelbar auf 
die Bedingungen hinweist, unter denen man beispielsweise zu gegebenen Sirah- 
len eines Systems neue Strahlen desselben zu ziehen hat. Bei denienigen 
Strahlensystemen der ersten Ordnung und der ersten Classe und von Syste- 
men dieser Ordnung und Glasse ist in dem Foloenden ausschliesslich die Rede. 
auch wenn Ordnung und Classe nicht besonders hervoreehoben sind. deren 
Strahlen sämmtlich zwei bestimmte windschiefe Linien. die Leitlinien. durehsehnei- 
den. hat sich aus dieser Eigenschaft eine einfache geometrische Definition herlei- 
ten lassen. und bekanntlich sind derartige Systeme von Steiner in seiner System. 
Entw. $. 59 für seine Projectionstheorie benutzt worden: wenn man diese 
Strahlensysteme einer analytischen Behandlung unterzieht, so gelangt man zu 
dem eigenthümlichen Resultate, dass für gewisse andere Strahlensysteme die 
Leitlinien als imaginär anzusehen sind. oder vielmehr. dass bei der Darstel- 
lung von Strahlensystemen mit Zugrundelegeung gemeinschaftlicher Leitlinien 
man diese Leitlinien als imaginär annehmen kann. ohne dass die sie durch- 
schneidenden Geraden. also die Strahlen der betreffenden Systeme, aufhören 
reell zu sein. Diese Beziehung zu den Leitlinien ereiebt sich demnach als eine 
nur zufällige Eigenschaft der Strahlen eines Systems, und es scheint die Kennt- 
niss solcher den Strahlen eines Systems charaklerislischer geomelrischer Eigen- 
schaften. welche unabhängig von gewissen das Sirahlensvstem bestimmenden 
Bedingungen allen Strahlensysiemen gleichmässig zukommen, zu einer allge- 
meinen rein eeomeltrischen Definilion derselben führen und ausserdem einfache 
Constructionen für die einem eevebenen Punkte oder einer eevebenen Ebene 
zukommenden Strahlen vermitteln. noch zu fehlen. Die folsenden Entwicke- 
lungen, welche ihren Ausgang von den oben erwähnten Steinerschen Unter- 


suchungen nehmen, sind vielleicht geeignet, diese Lücke zu ergänzen. — 
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$. 1. 

(rerade Linien, welche zwei gegebene windschiefe Gerade, die Leit- 
linien. durchschneiden, bilden ein Strahlensystem der ersten Ordnung und der 
ersten Classe; denn durch jeden Punkt im Raume, welcher nicht auf einer Leit- 
linie liegt, geht nur ein einziger Strahl, nämlich die Durchschnittslinie der bei- 
den Ebenen, welche durch diesen Punkt und die Leitlinien bestimmt sind, und 
ebenso liegt in jeder Ebene, welche nicht eine Leitlinie enthält, nur ein ein- 
ziger Strahl des Systems. nämlich die Verbindungslinie der Schnittpunkte dieser 
Ebene mit den Leitlinien. 

Zur Darstellung eines derartigen Strahlensystems kann man etwa als 
Leitlinien wählen die Durchschnitte der ganz beliebigen Ebenenpaare: 

t—-lu =Q\, I+-lıu =Q, 


u} und da: | 
v —- mw —=Q, e+mw —Q. 


wo also die die erste Leitlinie enthaltenden Ebenen bezüglich conjugirt har- 
monisch sind zu den beiden die zweite Leitlinie enthaltenden Ebenen in Be- 
ziehung auf die Flächenpaare !, « und vo, ® des Coordinatentetraeders: als- 
dann werden durch die beiden Gleichungen 

1, (t—lu+)(ce—mw) = UV, 
sa t+lu+u(e+mw) = 0, 
für verschiedene Werthe von 4 und « gerade Linien dargestellt. welche die 
beiden Leitlinien /, und Z, durchschneiden, also demselben Strahlensystem zu- 
oehören. Charakteristisch für diese Darstellung ist, dass, wenn in den Glei- 
chungen der beiden Leitlinien Z die Coefficienten / und m imaginär werden, 
sich für die Constanten A und « in den Gleichungen der sie durchschneidenden 
Geraden (1.) Werthe finden lassen, für welche diese Gleichungen noch einer 
reellen Geraden zugehören. Dies zeigt sich sofort aus den Gleichungen der 
durch die Linie (1.) und die Ecken des Coordinatentetraeders gelegten Ebenen. 


\ 


von denen jede zwei vereinigt die Linie (1.) darstellen, nämlich: 


Zu —(kA—-u)v+(k+u)mw = (0, 

BR \ 2 + A+u)e— (A—-u)mw = (. 
Fi !+(4+ u)lu + Zlumw =(, 
(A+u)t+(4— u)lu+ 2Auv = ©: 


führt man in diese Gleichungen statt / und m bezüglich 4 und mi, oder ein- 
facher i ein, so bleiben ihre Coefficienten entweder durchweg reell, oder es 
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hebt sich aus ihnen der Factor © weg. wenn 4 und + conjugirte complexe 
Werthe bedeuten, etwa 
3.) .=a— Pi, u=a+ßi, 


und es erhalten alsdann die Gleichungen (2.) die Form 


u- 9% + 0 = 
\ ! + ev — IWW = (0 
\ N . 
4.) 
de + u Ha +Nw = 0, 
et + Pu+ (a +/°)v = De 


diese Gleichungen drücken also reelle Ebenen aus. deren gemeinschaftliche 
Schnittlinie durch die beiden Gleichungen 


) t— ıu +(a— Pi m - mw — Ü. 


>.) 
”r It+iu+(e + Pi) +iw) = OÖ 
dargestellt wird. In der That nehmen auch diese Gleichungen durch Trennung 
der reellen und imaginären Theile die Form an: 
. #4 ev— Pw—ilu+pe+tew) = $. 
(6.) 
| I+oec— Pw+tilu+pe+ow) =. 
welche gleichbedeutend sind mit den ersten beiden Gleichungen des Systems (4.). 
Nunmehr lässt sich auch umgekehrt zeigen, dass durch zwei Gleichun- 
gen von der Form (4.) bei veränderlichen Werthen von « und 9 allgemein 
die Strahlen eines Systems dargestellt werden: 
Durch die Gleichungen einer geraden Linie 
\f — A0+4W, 


u) 


lu = uo-+uw 


werden nämlich für veränderliche Werthe der Constanten 4, 4,. u, ı, die 
Strahlen eines Systems der ersten Ordnung und der ersten Classe dargestellt, 
wenn zwischen diesen Constanten ausserdem zwei Gleichungen des ersten 
Grades stattfinden. wie elwa 

@ (4 = aı+b ure, 


(u, = aA+bu+6C, 
und es wird durch die Werthe der Coeffieienten a, b, e, a,. b,. ec, das 
Strahlensystem definirt. Wenn man nämlich zu diesen beiden Gleichungen 


noch die Bedingungen hinzufügt,. dass der Strahl (7.) durch einen bestimmten 


Punkt P gehen oder in einer bestimmten Ebene E liegen soll, so hat man 
20 * 
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zur Bestimmung der vier Constanten in (7.) grade die erforderliche Anzahl 
von Gleichungen. Diese Bestimmung ist eine eindeulige. wenn man von be- 
sonderen Lagen der Punkte P oder der Ebene FE absieht,. es führen aber 
orade diese besonderen Lagen zu einer einfacheren Form der Gleichungen 
S.) und demnach auch zu einer zweckmässigeren Darstellung der Strahlen 
des Svstems. 

Die Constanten e und e, zunächst bedingen eine besondere Lage des- 
jenigen Strahls, welcher den Werthen = 0, «= 0 zugehört: derselbe wird 
nämlich 

=, so, 
also eine ganz bestimmte Gerade durch den Eckpunkt taw. Nimmt man für 
ce und e, die Werthe Null an, so fällt dieser Strahl mit der t#«-Kante zu- 
sammen und der den Werthen A=x und v—=x entsprechende Strahl mit 
der vw-Kante, und wenn ce und ce, beliebig gegebene Werthe haben, so kann 
man stels durch eine bestimmte Drehung der f- und «-Ebenen bezüglich um 
die fo- und ww-Kante, nämlich indem man als neue Coordinatenebenen 
! =t-ce und U =U—C,Ww 

einführt, bewirken, dass die neuen f«- und ew-Kanten Strahlen des Systems 
werden. In der Folge sind die Constanten ce und c, gleich Null angenommen. 

Bestimmt man ferner die Werthe der beiden Constanten 4 und « aus 
den Bedingungen dafür, dass der Strahl (7.) durch den beliebig gegebenen 
Punkt 


p. t_u_o_w 


w, 

geht, welche sind 4, =4v,+uw, und u, = Av, + u,@,. indem man 4, und «, 
vermittelst der Gleichungen (8.) eliminirt, so wird der gemeinschaftliche Nenner 
in den Ausdrücken für 4 und «: 

9.) N= (v+taw,)(v.+bw,)-abwi. 

Wenn derselbe verschwindet, so treten besondere Lagen für den durch P 
gehenden Strahl des Systems ein und kann dieser Strahl im Besonderen seiner 
Richtung nach unbestimmt werden: alsdann liegt aber der Punkt /, bei An- 
nahme veränderlicher Werthe von ®e, und w,. auf zwei bestimmten, reellen 
oder imaginären Ebenen E, und E,, deren System durch die Gleichung N—=0 
dargestellt ist. Diese beiden Ebenen haben die ew-Kante zu ihrer, immer 


reellen, Durchschnittslinie, und bestimmen auf jedem Strahl des Systems zwei 
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reelle oder imaginäre Punkte, welche durch die Gleichung N=0 und die Glei- 
chungen des betreffenden Strahls dargestellt werden. Eine einfache Rechnung 
ergiebt, dass bei dieser Darstellung die Gleichung N=0 sich durch die Gleichung 


(Br, bu +la—b)tu—-atf = 0 


ersetzen lässt. Diese beiden Gleichungen (9.) und (9°.) zeieen. dass wenn 
man die beiden Substitulionscoefficienten a« und 5b, einander gleich setzt. die 
beiden Punkte, welche die besonderen Ebenen (9.) auf den Strahlen des 
Systems ausschneiden, conjugirt harmonisch sind zu den Punkten, welche die 
der fa -Kante zugehörigen Coordinatenebenen auf den Strahlen bestimmen. 
und es findet sich umgekehrt. dass wenn man die Coordinatenebenen durch 
die fa-Kante so legt, dass sie die eben bemerkte Beziehung zu den Schnitt- 
punkten der besonderen Ebenen (9.) mit den Strahlen des Systems haben. 
alsdann nothwendig die Coeffiecienien « und 5, einander gleich sind. Man 
kann darum. ohne der Allgemeinheit des Strahlensystems Eintrag zu thun. 
diese Transformation der Coordinaten als von vornherein ausgeführt annehmen. 
d. h. die Constanten a und 5, als gleichwerthig einführen. 

Das gleiche Resultat ergiebt sich. wenn man den Strahl (7.) seiner 
Lage nach so bestimmen will, dass er in der bestimmten, übrigens beliebig 
gegebenen, Ebene 


u ® w 


t 
Ben 
t u, D, 10, 


enthalten ist. 

Nimmt man nunmehr gleiche Werthe für die Coefficienten a und b, 
an. so werden die allgemeinen Gleichungen (7.) der Strahlen des Systems 
vermöge der Gleichungen (8.): 

t = A(c+aw)+ ubw, 

ua = ulvo+taw)+ka,w; 
also wenn man noch die neue Coordinatenebene e-+aw = e' einführt. wo auch 
der Index entbehrlich ist. und wenn man ferner statt 4, «, b und a, be- 


. j Ö o ; i 2 
züglich a4, yu, # und — setzt. so erhält man als die alleemeinen Glei- 
. - ! 


chungen der Strahlen des Systems: 


t = ok +pumw, 
10. r 
DE - yo Eu IRTER 


wo die Coefficienten «, /, y, 0 das Strahlenystem als solches charakterisiren, 
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also für ein gegebenes System bestimmte Werthe beibehalten, den Constanten 
, und 1 aber für die verschiedenen Strahlen des Systems verschiedene Werthe 
zukommen. 

Dividirt man die erste der Gleichungen (10.) durch ya und die zweite 
durch yyd, so erhält man durch Subtraction und Addition der entstehenden 


Gleichungen: 














i u | ee ® w 
—— — = (Yed.4—ı Py.u ( Ze —), 
ja? 170 Pd  Yay 
l | u Bi We 3 er w 
— fe nn SS Yad ‚Arypy.Mü (73 7 —), 
Veß 79 YA yYey 
aus welchen Gleichungen hervorgeht, dass der Strahl (10.) die beiden Linien 
t u t u 
BR = Yri =, | 723 Tr Pr] 0, 
11.) ya@p Y? und re; IB; 
\ 7 | N Pr ww E 0 | we e\ mn _ 0 
YBE Ver TE 


durchschneidet,. welche unabhängig sind von den Constanten A und « und demnach 
für die Strahlen des Systems (10.) die Stelle der Leitlinien einnehmen. Diese 
Leitlinien sind reell oder imaginär, jenachdem 2 und e dasselbe oder ent- 
vegengesetzte Zeichen haben. Weil die Lage der Leitlinien (11.) nur von 
den (Quotienten 2 und 2 abhängt und dasselbe demnach auch für die dureh 
die Gleichungen (10.) dargestellten Strahlen des Systems stattfindet, soll wei- 
terhin dieses Strahlensystem kurz das System (E, = genannt werden. 

Um die entsprechenden Resultate für Paralleleoordinaten zu erhalten. 


- * . T .. . 5 Ö .. . 
empfiehlt es sich, diese Verhältnisse — und — bezüglich durch a und 5b zu 
Y z ’ 


! u Ü a 2 
erseizen. wenn man alsdann ausserdem statt u u 4 und « bezüglich 
' w ) © 
4 rer a . 
2,y, 2, und -—— einführt, so werden für diese Coordinaten die Gleichungen 
« Ü E 


eines beliebigen Strahls des Systems (a, b) 


et = Az-+ua, 
(12.) 
y= uz+ib, 
für veränderliche Werihe von 4 und « und constante Werthe von a und b. 


und die Gleichungen der Leitlinien 


3— ] ab = 0, 
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Man sieht zugleich, dass wenn man umgekehrt zur Darstellung eines Strahlen- 
systems von den Leitlinien ausgehen will. in (13.) die einfachste Form für 
die Gleichungen der beiden windschiefen Leitlinien gewonnen ist. da für die- 
selben unter Zugrundelegung rechtwinkliger Paralleleoordinaten der Anfangs- 
punkt der Coordinaten der Mittelpunkt ihres kürzesten Abstandes wird, wälı- 
rend die ez- und yz-Ebene den Winkel der beiden Leitlinien halbiren. 
Man kann demnach zur allgemeinen Definition der Strahlen eines ein- 
fachen Systems zwar die Bedingung festhalten, dass diese Strahlen zwei ge- 
gebene windschiefe Gerade, die Leitlinien, durchschneiden sollen, hat aber 
alsdann die beiden Fälle wesentlich zu unterscheiden, ob diese Leitlinien reell 
oder imaginär sind. Im letzteren Falle hat die Definition keine geomelrische 
Bedeutung mehr; es wird sich jedoch zeigen, dass auch auf diesen Fall sich 
vewisse Eigenschaften der Strahlen mit reellen Leitlinien ungeändert übertragen 


assen,. aus denen sich später ganz allgemeine Definitionen der Strahlen von 


rn 


Systemen der ersten Ordnung und der ersten Classe ergeben werden. 
$. 2. 
Unter den durch die allgemeinen Gleichungen (10.) des vorigen Para- 
sraphen für verschiedene Werthe von 4 und « und bestimmte Werthe von 


Ö r (BB 56 ; | ai 
? und -- dargestellten Strahlen des Systems (—,—) sind zunächst einige 
a [97 ie « Y 193 oO 


‘ 
besondere Strahlen hervorzuheben und es mag dazu der den besonderen 


Werthen der beiden Parameter 4 und « zugehörige Strahl kurz der Strahl 
(A, u) heissen. Für die Werthe =0, «=0 und A=x, u=»x ergeben 
sich, wie bereits vorhin erwähnt worden ist, als zum System gehörig die 
Strahlen (0.0) und (v. x). nämlich 

\t=VU, eo =od, 


und (2. 
lua—0. vo —=U, 


d. h. zwei bestimmte Gegenkanten des Coordinatentetraeders; ausserdem sind 
die Strahlen (1.0) und (0,1): 
i=ov, 


(8.) und (4.) 


u— dw, lu=ye. 


(1.) 


\d _- Pw, 


Als Strahlen desselben Systems sind diese vier Geraden windschief: dass sie 
aber nicht auf demselben Hyperboloid liegen, folgt unmittelbar aus den Glei- 
chungen der durch die beiden ersten Strahlen und bezüglich den dritten und 


vierten Strahl bestimmten Hyperboloide: 
5.) dw—-ew=(0, und (6.) ytoe-Puw=0, 
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aus denen sich allgemein für die Generatrices desselben Systems die Glei- 





chungen ergeben: 






—= kav nn tit=hpw, 
und bezüglich 8.) 
u—= ködw u=hyv, 





I! 










wo Z und A als veränderliche Parameter zu betrachten sind. 
Die Hyperboloide 5.) und (6.) sind beide dem Coordinatentetraeder 






















umschrieben und zwar so, dass sie ausser den beiden Gegenkanten fa und vw 
desselben noch zwei Gegenkanten enthalten. das erste nämlich die Gegen- 
kanten fe und ww, das zweite die Gegenkanten ko und av. Bezeichnel man 
die Ecken uvw, vwt, wtu, tuv des Coordinatentetraeders bezüglich kurz durch 
T, U, ), W, so ergiebt sich hieraus, dass, wenn man auf dem Hyperboloid 
(5.) den Eckpunkt W geradlinig mit der Kante TU oder (2.) verbindet und 
den Fusspunkt U dieser Verbindungslinie alsdann weiter auf dem Hyperboloid 
6.) geradlinig mit der Kante VW oder (1.), man zu demselben Punkte |) 
dieser Kante gelangt, als wenn man zuerst den Punkt W auf dem Hyper- 
boloid (6.) mit der Kante (2.) verbindet und vom Fusspunkte T alsdann auf 
(5., geradlinig zur Kante \1.) zurückkehrt. Es haben also die vier wind- 
schiefen Geraden (1.) bis (4.) eine solche Lage zu einander und zum Üoor- 
dinatentetraeder. dass. wenn man von einem der auf den Kanten VW oder 
TU, d.h. auf den Geraden (1.) oder (2.), liegenden Eckpunkte, z. B. von W 
aus, geradlinig über die Linie (3.) hinaus zur Linie (2.) geht in U/, dann ohne 
abzusetzen über (4.) geradlinig zur Linie 1.) zurückkehrt in V, weiter von 
da aus geradlinig über (3.) sich wieder zur Linie (2.) wendet in T, man 
endlich von T aus die Linie (4.) durchschneidend auf der Linie (1.) wieder 
im Anfangspunkte W eintrifft; oder wenn man sich die eben betrachtete ge- 
brochene Linie WUVTW als einen Faden vorstellt, so lässt sich die Lage der 
vier Strahlen kürzer foleendermassen beschreiben: man kann von einem der 
auf (1.) oder (2.) liegenden Ecken des Coordinatentetraeders aus. z. B. von 
W auf (1.) aus, einen Faden ausspannen die Linie (3.) berührend bis zur 
Linie (2.) in U, weiter die Linie /4.) berührend bis zur Linie (1.) in V. dann 
die Linie (3.) berührend bis zur Linie (2.) in T und endlich die Linie (4. 
berührend bis zur Linie (1.) und gelangt dann auf dieser zum Ausgangspunkte 
W: oder noch kürzer: von W aus auf der Linie (1.) lässt sich ein wind- 
schiefes Vierseit über die Linien (1.) und (2.) festspannen, so dass es mit den 


(Gegenseiten die Linien (3.) und (4.) durchschneidet. 
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Es möge noch bemerkt werden. dass bei dieser Construction die Li- 
nien (3.) und ‘4.) bezüglich durch jede der Linien (7. und (8.). d. h. durch 
jede andere Generatrix derselben Art bezüglich der Hyperboloide (5.) und (6.) 
ersetzt werden können. Es kommt jedoch diese Beziehung der Linien 1. 
und (2.) zu den Generatrices derselben Art der beiden Hvperboloide 5.) und 
6.) nicht auch diesen Linien in Verbindung mit irgend zwei anderen Strahlen 


—) zu. während sich andererseits dieselbe für die Linien 
Ü 





3 
des Systems (—. 


1.). 2.) und (3.). (4.) oder (7.). (8.) nicht auf die besondere Lawe des Co- 
ordinatentetraeders beschränkt. wie die folgende Untersuchung ergieht. 
Es sei ausser den beiden ersten Strahlen (1.) und (2.). oder (0.0) und 


A men” > as i 
(x,x),. des Systems (2, —) ein beliebiger dritter Strahl (2, «) segeben. 
« Y 4} ö . 


nämlich 
\ ! =—— air +9umw, 
O,) 
i la yuv )Iw: 


wenn man jetzt von einem beliebig auf dem Strahl \0.0) angenommenen 


Punkte p aus: 
" In 


10.) p: t=u=Q — —- —=0, 


Ü ıD, 
über den Strahl (4, «) hin die gerade Linie zieht bis zum Strahl (x, x). so 
wird dieser im Punkte q, getroffen: 
{ asv, + Puw, 


(11. 6, ae —= 


u zur, +Ööiw, 
und wenn man umgekehrt von einem beliebig auf dem Strahl (x.x) 2e- 


gebenen Punkte g aus: 
I u 


« . es Ze u m Er a ee ), 
(12. g: v=w=0 E ‘ 


l i 


über den Strahl (4, «) hin die Verbindungsgerade mit dem Strahl (0.0) zieht. 


so ist deren Fusspunkt auf dem letzteren der Punkt p,: 
2 © ö)t — Buu 
\ 1 3. pP - ! 2 u — 0. .— RE = 1 


aku, — yut, 





Weil die für q, und p, gewonnenen Ausdrücke (11.) und (13.) nur das Ver- 
hältniss von 4 und « enthalten. also beim Festhalten eines constanten Werthes 
dieses Verhältnisses bei Annahme veränderlicher Werthe für 4 und u die- 
selben bleiben, so gilt dasselbe für die Punkte p, und g,: daraus folgt, dass 
alsdann der Strahl (4, «) auf einem bestimmten Hyperboloid. welches sich 
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kurz als das Hyperboloid (—) bezeichnen lässst. liegen muss; in der That 
enthält die Gleichung dieses durch die Strahlen (0,0). (x. x) und (2, u) be- 
stimmten Hyperboloids: 

14.) dtw—-aw)—u(Puw—yt) =, 
die Parameter 4 und « nur in ihrem Verhältniss. 

Es soll nunmehr ausser dem Strahl (4, «) noch ein neuer, ganz be- 
liebiger Strahl (A,. u,) in Betracht &ezogen werden und der leichteren Ueber- 
sicht wegen mögen die Strahlen (4, «) und (4. «,) bezüglich durch (3.) und 

l.\. die Strahlen (0.0) und (x. x) wie früher durch (1.) und (2.) bezeichnet 
werden. Verbindet man den auf dem Strahl (2.) gelegenen Punkt g, über 
den Strahl 4.) hinaus geradlinig mit dem Strahl (1.), so giebt diese Verbin- 


duneslinie auf /1.) den Punkt 








: Ge v_ Oh, (ale, + Buw,) — Bu, (yuv, +04 ,) 
3: ’ Ww al (zuv +Ödiw)—yu (av +Duw,)” 
| N N ! BErEN Mn 1 / 

oder 
m v Bv, — Bd Aw, 
15. i=u=-0; —= 
a Bw, — ayAv, 
wo zur Abkürzung 
16.) Au—Au=A, adil,—Pyuu, =B 


gesetzt sind und der Doppelindex (3,4) die Bedeutung haben soll, dass der 
Punkt p,, auf (1.) erhalten wird, indem man durch einen zusammenhängenden 
Zug den Punkt p zuerst geradlinig über (3.) hinaus mit (2.) und dann weiter 
geradlinig über (4.) hinaus mit (1.) verbinde. Wenn man nunmehr den um- 
gekehrten Weg verfolgt, nämlich den Punkt p zuerst geradlinig über (4. 
hinaus mit (2.) verbindet und dann weiter geradlinig über (3.) hinaus zur 
Linie 1.) zurückkehrt, so gelangt man auf dieser zum Punkte 

» Bo, + PöAw, 


10 Bw, + ayAv, 








17. 5: I=e=h, 


Wie sich durch Vergleichung der Ausdrücke (15.) und (17.) ergiebt, sind 
die Punkte p,, und p,,; im Allgemeinen verschieden: damit diese beiden Punkte 
zusammenfallen. muss die Bedingung erfüllt werden: 


Rp v wr \ 
1S.) Aa.B.(—ı-- == 5 
ABÖ ay 
es müssen also die Gleichungen des Punktes » (10.), wenn man zunächst von 
besonderen Lagen der Strahlen i, «) und (A,,. u,) absieht, eine der beiden 


Formen: 
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! u> 0. e BE. — v0). 
Y 20 \ey 
oder 
eu ent 
\ 90 ey 


haben und muss demnach den Gleichungen (11.). $. 1 entsprechend der Punkt 


p auf einer der Leitlinien des Systems liegen, sobald diese reell sind. Dieses 
R 





Resultat findet hier eine neue Bestätigung dadurch, dass, je nachdem den 
- r 5 ZB 
{ 30 \ = 
Werth +] Fu hat, sich auch für die Punkte p,, und p,,; ergiebt 
/ 
v 30 
——+ en. 
in ya 


so dass also diese Punkte mit p zusammenfallen. was nicht anders geschehen 
kann, als wenn auch die beiden von p aus bezüglich über die Linien (3. 
und (4.) hinaus gezogenen Geraden identisch werden; in der That ergiebt sich 


auch unter dieser Voraussetzung für den Punkt q, (11.) die Darstellung 





{ Da 
n == = 0: — „> = . - 
u 7 y0 


es liegt also auch dieser Punkt (vergl. $. 1, Gl. (11.)) auf einer der Leitlinien 
des Systems. 

Man hat also den Satz: 

Im Allgemeinen lässt sich beliebig gegebenen vier windschiefen Ge- 
raden nicht ein Tetraeder einschreiben, so dass zwei derselben mit einem 
Paar Gegenkanten des Tetraeders zusammenfallen und die beiden anderen 
durch die übrigen Gegenkantenpaare durchschnitten werden. 

Ausserdem aber gestattet die Gleichung (18.) noch anderweitige Fol- 
serungen für besondere Lagen der Strahlen (4, «) und (Z,. u,): weil nämlich 
die Ausdrücke für A und B (16.) die Constanten ®, und «wo, gar nicht ent- 
halten. so wird die Gleichung (18.) durch beliebige Werthe von », und ve, 
erfüllt. sobald einer der Ausdrücke A und B verschwindet: für jede dieser 
Annahmen also lässt sich eine Linie als Vierseit über die Linien (1.) und 
(2.) festspannen. so dass dasselbe mit den Gegenseiten die Linien (9. 
und (4.) durchschneidet, welchen Punkt p der Linie (1.) man als Eckpunkt 
wählen mag. 

Wenn erstens A verschwindet. d. h. wenn die Verhältnisse - und 


, 


übereinstimmen. also. wie vorhin bemerkt worden ist. die Strahlen 7. « 


1 4“ 
21 ” 
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und (4,. &,) auf demselben Hyperboloid mit (1.) und (2.) liegen, so fallen die 


Punkte p,, und p,, mit dem Anfangspunkte » zusammen. Die zweite An- 






nahme, > =0, führt zu der Gleichung: 





/ A, ä By 
ad 






19. 


ut, 










Diese Gleichung stellt nur eine Beziehung zwischen den Verhältnissen er und 





7 





- (dar und bleibt darum ungeändert, wenn man die Linien 3.) oder 4.) durch 
It, ” 


eine beliebige Generatrix derselben Art des bezüglich durch die Linien (1.), 





2.) und (3.) oder (1.), (2.) und (4.) bestimmten Hyperboloids, d. h. eines 






+ 
/ 


, 2 7 j } r j j 
der Hyperboloide | — ) oder (—) ersetzt. welche Generatrices sämmtlich sich 
a U / U, 





i B 06 1.2 
als zu demselben Strahlensystem >, — gehörig ergeben haben. Man hat 
_ıaz8 s erg 







darum den Salz: 
Zu jeden drei beliebig gegebenen windschiefen Geraden \1.). (2. 




















und (3.) lassen sich unzählig viele vierte windschiefe Gerade (4.) finden, 
so dass man von einem beliebigen Punkte der Linien 1.) oder 2.) aus 
ein Vierseit über die Linien \1.) und (2.) festspannen kann, durch dessen 
(regenseiten die Linien (3.) und (4.) durchschnitten werden. 

Die sämmtlichen Linien (4.) liegen auf einem bestimmten Hyperboloide 


/ 


A ea FR f 

( “_), welches auch die Linien (1.) und (2.) als Generatrices derselben Art 
U ‚ 

eS 


enthält, und ebenso lässt sich die Linie (3.) durch eine beliebige Generatrix 
| ) ' on 
derselben Art des Hyperboloids (—-) ersetzen, welches durch die Linien 


n 


1.). (2.) und (3.) bestimmt ist. 

. Y . . . 2 1, 
Alle diese Generatrices der beiden Hyperboloide ) und (-2-) 
ur u, 








BB 0 
—. —) an, und die 
ü x 


a 


gehören als Strahlen einem und demselben Systeme \ 


2 Bi 
und in sind verbunden durch die Gleichung: 





Verhältnisse 
id 





aa ) 
> 
uu ao 


Oder: 
Durch zwei Gegenkanten (1.) und \2.) eines Tetraeders und zwei 
die anderen (regenkanten paarweise durchschneidende Gerade \3.) und 
(4.) lassen sich unzählig viele neue Tetraeder legen, von denen ebenfalls 


swei Gegenkanten mit 1.) und \2.) zusammenfallen und die anderen Ge- 
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genkantenpaare durch die Linien |3.) und 4.) durchschnitten werden: 
dieselbe Eigenschaft: kommt den Geraden |1.) und 2.) in Verbindung mit 
jeder Generatrix derselben Art, einmal des Hyperboloids durch 1... 2. 
und 3.), und dann des Hyperboloids durch |1.). (2.) und 4.) zu. Alle 
diese Generatrices gehören zu demselben, durch die Geraden 1... 2.). 
3.) und 4.) als Fundamentalstrahlen bestimmten Strahlensystem. 


Ferner, weil der Gleichung (19.) mit jedem ganz beliebige angenom- 


menen Werthe für — Genüge oeschehen kann: 
U 
Ueber jede zwei Strahlen 1.) und (2.) eines Systems als Fundamen- 
tallinien lassen sich unzählig viele Vierseite festspannen, deren Gegenseiten 
paarweise durch zwei beliebige andere Strahlen (3.) und (4.) des Systems 
> 


durchschnitten werden, von denen der eine, 3. b. (3.). ganz beliebig ist 


und der andere 4.) alsdann mit 1.) und 2.) einem bestimmten Hyper- 


u‘ i 
boloid (> ) zugehört, welches mit dem durch die beiden Fundamental- 
u 


linien und 3.) bestimmten Hyperboloid (—) verbunden ist durch die 
Gleichung (19.). | 
$. 3. 

Der Entwickelung weiterer geometrischer Eigenschaften eines Strahlen- 
systems mag eine kurze Bemerkung vorangehen über die durch die Strahlen 
desselben zu drei bestimmten Hyperboloide. 

Die Strahlen eines Systems sind, weil durch jeden Punkt des Raumes 
nur ein einziger Strahl geht. sämmtlich windschiefe Linien, und darum wird 
durch je drei von ihnen als Generatrices desselben Systems ein Hyperboloid 
bestimmt. Ein beliebiger vierter Strahl kann dieses Hyperboloid entweder in 
zwei reellen oder imaginären Punkten durchschneiden, oder berühren oder 
auch ganz auf dem Hyperboloid liegen. Im ersten Falle sind die Generatrices 
der zweiten Art durch die beiden Schnittpunkte zwei alle vier Strahlen des 
Systems durchschneidende gerade Linien, und, wie sich im vorigen Paragraphen 
ergab, die Leitlinien für das ganze Strahlensystem; der zweite Fall tritt bei 


Strahlensystemen mit imaginären Leitlinien ein. Für beide Annahmen ist 
durch die vier Strahlen das ganze Strahlensystem bestimmt. Wenn aber die 
vier Strahlen auf demselben Hyperboloid liegen oder das durch drei der- 
selben bestimmte Hyperboloid durch den vierten Strahl berührt wird, so reichen 
dieselben zur Bestimmung aller übrigen Strahlen des Systems nicht aus. 
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Es sei zunächst der Fall angenommen, dass sich durch die vier be- 
liebie als Fundamentalstrahlen des Systems gegebenen windschiefen Geraden 
reelle Durchschnitisgerade, die beiden Leitlinien Z und A1.. legen lassen. so 
ergiebt sich sofort, dass 
I. die Polarebenen eines beliebig gegebenen Punktes in Beziehung auf die 
vier durch die vier gegebenen Geraden zu drei bestimmten Hyperboloide 
durch denselben Punkt gehen: 
denn zieht man durch den gegebenen Punkt P diejenige Gerade. welche die 
beiden Leitlinien Z und ZL, durchschneidet. so kann man die Schnittpunkte 8 
und S, zueleich als die gemeinschaftlichen Schnittpunkte der durch die vier 
Hyperboloide von P aus gezogenen gemeinschaftlichen Sehne PSS, ansehen, 
und der zu P in Beziehung auf S und $, conjugirte harmonische Punkt P 
oehört darum gleichzeitig jeder der vier Polarebenen des Punktes P in Be- 
ziehung auf die vier Hyperboloide an. 

Ebenso lässt sich unter Voraussetzung reeller gemeinschaftlicher Leit- 
linien Z und ZL, leicht zeigen, dass 
Il. die Pole einer beliebig gegebenen Ebene in Beziehung auf die durch die 

vier windschiefen Geraden zu drei bestimmten vier Hyperboloide auf der- 

selben Ebene liegen: 
denn verbindet man die beiden Punkte. in welchen die gegebene Ebene E 
die den vier Hvperboloiden gemeinschaftlichen beiden Generatrices der zweiten 
Art L und Z, durchschneidet, durch die gerade Linie K, so sind durch K 
und bezüglich die Linien Z und ZL, zwei allen vier Hyperboloiden gemein- 
schaftliche Tangentialebenen T und T, bestimmt, welche mit der gegebenen 
Ebene E die gerade Linie AK gemeinschaftlich haben: construirt man also zu 
E in Beziehung auf T und T, die conjugirte harmonische Ebene E’, so ent- 
hält diese den Pol der gegebenen Ebene E in Beziehung auf jedes der vier 
durch die gegebenen vier windschiefen Geraden zu drei bestimmten Hyper- 
boloide. 

Dass sich die eben bewiesenen Sätze unmittelbar auf ganze Strahlen- 
systeme mit reellen Leitlinien ausdehnen lassen, liegt auf der Hand; ehe je- 
doch diese Verallgemeinerung durchgeführt wird. soll gezeigt werden, dass 
dieselben auch unabhängig von der Realität der gemeinschaftlichen Leitlinien 
Geltung haben. 

Man kann irgend drei windschiefe Linien sich dargestellt denken durch 


die drei Gleichungen 
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u: \ve=0, t = akc-+Dumw, 
1.) | 2. 
ua—=0—: vo —0—: a=yuc- Om: 


das durch sie bestimmte Hyperboloid hat alsdann ($. 2, Gl. 14.) die Gleichung: 
4. . (dtw— au) — u(lPpuw—yte) = VÖ. 
Wenn jetzt der Punkt P gegeben ist. wie folgt: 
- t u ® m 

so wird die Gleichung seiner Polarebene in Beziehung auf das eben dargestellte 
Hyperboloid: 

Eiyuv,+0dimw,) —u(akv, +Duw,)-+e(yut, —aku)+W dit —- Bun) = 0 
oder: 

.[I (tw, + bw) —eo (un, +ue)/—u[P(uw +uw)—y(to+te)] = 0, 
und diese wird. ganz unabhängig von den Werthen von 4 und «, erfüllt 


durch den Punkt P': 
au, dt dw m, 


6. L:u:v:w= a se £ 

es geht also die Polarebene des Punktes P in Beziehung auf das durch die 
drei Strahlen (1.), (2.) und (3.) bestimmte Hyperboloid durch einen bestimmten 
Punkt P’, dessen Lage von den Constanten 4 und « des Strahls (3.). d.h. 
von der Lage dieses Strahls zu den beiden ersten ganz unabhängig ist. Dieser 
Punkt P’ liegt darum auch auf der Polarebene des Punktes P in Beziehung 


auf jedes durch die Strahlen (1.) und (2.) und einen beliebigen Strahl (A, «u 
Bin 
des Systems 2 bestimmte Hyperboloid, und weil (1.) und (2.) selbst 
2 a ‘ , 


beliebige Strahlen dieses Systems sind, auf der Polarebene des Punktes P 
in Beziehung auf irgend ein durch drei Strahlen des Systems bestimmtes 
Hyperboloid. Man hat also den verallgemeinerten Satz: 

III. Die Polarebenen eines beliebig gegebenen Punktes P in Beziehung auf 
alle durch die Strahlen eines Systems zu drei bestimmten Hyperboloide 
gehen durch einen und denselben Punkt P'. 

Die Punkte P und P’ mögen conjugirte Punkte für das System , ) 

heissen, und es ist zu bemerken, dass die Verbindungslinie jeder zwei con- 

jugirter Punkte selbst ein Strahl des Systems ist, dass also die Construction 


des einem beliebig im Raume gegebenen Punkte P zukommenden Strahls zu- 


rückzuführen ist auf die Construction des mit P conjugirten Punktes P'. Die 
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Bedingungen nämlich. dass ein Strahl (7, «) des Systems den Punkt P enthält: 


au r dir, 
— = 0,.— 


4 
of 


zo 
(7 


kommen sofort zurück auf die Gleichungen: 


u = yuo, +0. 


welche zeigen. dass der Punkt P auf dem Strahl 4, «, liegt. 
Der Beweis für den reeiproken polaren Satz. nämlich: 

IV. Die Pole einer beliebig gegebenen Ebene E in Beziehung auf alle durch 
die Strahlen eines Systems zu drei bestimmten Hyperboloide liegen in 
einer und derselben Ebene E', 

lässt sich auf ganz ähnliche Weise führen. Wenn die Ebene E gegeben is! 

durch die Gleichung: 


! 


4 — 


t, 


so wird die Gleichung der Ebene E: 


yt Fu yÜ 


an ot dw, 


also ganz analog mit den Gleichungen des Punktes P’ (6.). Auch hier mögen 
jede zwei Ebenen E und E’, von denen, wie aus den Gleichungen (7.) und 
S.), hervorgeht. jede die Pole der anderen in Beziehung auf alle durch die 
Strahlen eines Systems zu drei bestimmten Hyperboloide aufnimmt. conjugirt 
heissen. und es ist leicht zu zeigen. dass die Schnittlinie jeder zwei conju- 
girter Ebenen der diesen Ebenen für sich zukommende Strahl des Systems ist. 
\Wenn man die Ebene E als im Unendlichen liegend annimmt. so wird 
deren Pol in Beziehung auf jedes Hyperboloid der Mittelpunkt desselben: die 
Sätze Il. und IV. gestatten darum die folgende Darstellung: 
V. die Mittelpunkte der durch vier beliebig gegebene windschiefe Gerade zu 
drei bestimmten vier Hyperboloide liegen auf einer bestimmten Ebene: und 
\l. die Mittelpunkte aller durch die Strahlen eines Systems zu drei bestimmten 
Hyperboloide liegen auf einer bestimmten Ebene. — 
Es lässt sich jetzt zeigen. dass die in den Sätzen lil.. IV. und V1. 
ausgesprochenen Eigenschaften der Strahlen eines Systems zu ihrer ganz all- 


gemeinen Definition dienen können. 








Se ee ee Mei ns 
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i Yale ‚ 
Ist ein beliebiges Strahlensystem, z. B. das System (-—,- ). oegehen. 
: vv’. 
für welches die Form der Gleichungen conjugirter Punkte P und P’ in (5.' 
und (6.) und conjugirter Ebenen E und E’ in (7.) und (8.) festgestellt worden 
ist, und handelt es sich um die Auffindung der Bedingungen, dass eine neue 
beliebig gegebene Gerade 


(9) t=kb-+rvw, u=uw-+@w, 


2... er Ö\ 
mit irgend zwei Strahlen des Systems cz —) ein Hyperboloid bestimmt, in 


Beziehung auf welches die Polarebene des Punktes P durch den Punkt P’ 
gehen, oder der Pol der Ebene E in der Ebene E’ liegen soll, so hat man nur 
darzuthun, dass die Gerade (9.) mit zwei der früher als Fundamentallinien des 
Systems benutzten Strahlen, z. B. mit den Strahlen (1.) und (2.), ein Hyper- 
boloid von der verlangten Eigenschaft bildet, weil diese Strahlen sich vor 
den übrigen nicht durch irgend welche besondere geometrische Eigenschaften 
auszeichnen. 

Die Gleichung des Hyperboloids durch die drei Geraden (1.),. (2.) und 
(9.) ist: 

10.) v„tw+ö@mw—iw—ruw — Q. 

und demnach zunächst die Polarebene des Punktes P (5.) in Beziehung auf 
diese Fläche: 

tue, + @w,)—ullo, +vw,)+e(lut —iu)+w(olh—vu) = VÖ: 
dieselbe enthält den Punkt P’ (6.). wenn: 

ea (u + mw) Gin drw) + (tim) + SG (ot vu) zu 

welche Gleichung sich bringen lässt auf die Form: 

(11.) note) +) («@—di) = 0; 
aus dieser aber geht hervor, dass wenn dieselbe für beliebige Werthe von 
bi» %, ©, %,, d. h. für jede Lage des Punktes P stattfinden soll, nothwendig 
die Factoren a und &@—0di verschwinden müssen, so dass also 

ß RE 


v=—u, und ®=— 
Y a 


werden und sich demnach (9.) als ein Strahl des Systems - ) ergiebt. 
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Andererseits wird der Pol der Ebene (E) in Beziehung auf das Hyper- 


boloid (10.) dargestellt durch die Gleichungen: 


Here’ = 2): re er roE +4); 


derselbe liegt also auf der Ebene E’ hear .„ wenn: 
IR a P fu -)- 2 )+ (7 
a ne Da ni -—— E + 
au, F 0,7 PTR w, Fr i er 
diese Gleichung aber ist identisch mit der a u u führ! demnach 
zu der analogen Folgerung, nämlich dass (9.) nothwendig dem Systeme 


BO A ba ii 2a’. . 
(—, or) zugehört, wenn der Pol einer beliebigen Ebene E in Beziehung 


auf das Hyperboloid (10.) auf der conjugirten Ebene E’ liegen soll. 


$. 4. 

Wenn es sich jetzt um die Construction der beliebigen Punkten im Raume 
oder beliebig gegebenen Ebenen zugehörigen Strahlen eines Systems handelt. 
mag der Einfachheit wegen zunächst der in $. 2 hervorgehobene besondere 
Fall solcher vier Strahlen in Betracht gezogen werden, über deren zwei sich 
ein Vierseit festspannen lässt, dessen Gegenseiten die beiden anderen Strahlen 
paarweise durchschneiden. Die bereits mitgetheilten Eigenschaften einer sol- 
chen Verbindung von vier Strahlen sind alsdann durch den folgenden Satz 
zu vervollständigen: 

Wenn sich ein Vierseit über zwei von vier gegebenen windschiefen 
(Geraden festspannen lässt, so dass seine Gegenseilen paarweise von den 
beiden anderen Geraden durchschnitten werden, so lässt sich auch ein 
Vierseit über die beiden letzteren festspannen, so dass die beiden ersten 
paarweise von den Gegenseiten durchschnitten werden. 

Zum Beweise dieses Satzes gehe man etwa von den in $. 2 als Fun- 
damentallinien angewandten Strahlen (0, 0), (x. x), (1.0), (0,1) aus, durch 
welche ganz allgemein vier Strahlen mit der im Satze vorausgeseizten Eigen- 
schaft dargestellt werden, nämlich: 

Zu ) i=V,  ._ | Mr t=ov, 4 — we, 
wir u—=l, Bi w—V\V, ie u— dw, a u—yv, 
und wähle dann diejenigen Ebenenpaare, als deren Schnittlinien den Glei- 
chungen (3.) und (4.) gemäss die zugehörigen Strahlen auftreten, als die 
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Seitenflächen eines neuen Coordinatentetraeders !u'v’'w', so dass also 
9.) t-ae=t, u-do=u, t-Pw=e, u-yo=w 
zu setzen sind; alsdann ergeben sich als Ausdrücke der alten Coordinaten 


durch die neuen, abgesehen von dem Factor (Py—ad): 


t = Pl(yl! —ow')+o(PuW— dr). 


6 \ u = I(yl —aw)+y(Pu — de). 
(D.) \ 
e = 0(tE — ev )+P(W —w). 
EEE; ' ' f ' ' 
oe=y(tE —ov )+o(u —w 


und demnach sind die Gleichungen der vier Fundamentalstrahlen in dem neuen 


Coordinatensystem: 


vi = ow', Fe, FR ve —=0. 
41°) Alle: ae a 
» E03 PauullElE 207 ne W=0, TU mie; 


aus diesen ergiebl sich sofort, dass die Gegenkanten !w und v’w' des neuen 
Coordinatentelraeders bezüglich mit den Strahlen (3.) und (4.) zusammenfallen 
und ausserdem die Gegenkantenpaare Fw' und we’, sowie fe und ww be- 
züglich von den Strahlen (1.) und (2.) berührt werden. Nach den Ergeb- 
nissen in $. 2 lässt sich demnach von jedem Punkte des Strahls (3.) oder (4.) 
aus ein windschiefes Vierseit über diese beiden Strahlen festspannen. so dass 
durch die Gegenseiten die Strahlen (1.) und (2.) durchschnitten werden. 

Um eine Verbindung von vier Strahlen. wie die der eben betrachteten 
vier Fundamentalstrahlen. kurz zu bezeichnen. mag hier ein Name in Vor- 
schlag gebracht werden. der bei der Untersuchung windschiefer Strahlen über- 
haupt wesentlich zur Vereinfachung des Ausdruckes dient. Jede Vereinigung 
von vier windschiefen Geraden oder Strahlen mag Strahlenquadrupel heissen: 
und wenn sich auf einem Strahlenquadrupel, wie oben (1.). (2.). (9.). (4.). 
ein windschiefes Vierseit festspannen lässt. so dass zwei Paare seiner Strah- 
len, oben ı1.). (2.) und (3.), (4.). von den Gegenseiten durchschnitten wer- 
| den, ein schliessendes Strahlenguadrupel mit zwei bestimmten Paaren von 

Gegenstrahlen, oben (1.), (2.) und (3.). (4.): zur Vervollständigung der Ter- 
minologie kann dann ein Strahlenquadrupel auf einem Hyperboloid etwa als ein 
Man kann alsdann die 





hyperboloidisches Strahlenguadrupel bezeichnet werden. 
Eigenschaften eines schliessenden Strahlenquadrupels. wie folgt, zusammenfassen: 
Ueber jede zwei Gegenstrahlen eines schliessenden Strahlenquadrupels 

lässt sich von jedem ihrer Punkte aus ein windschiefes Vierseit festspannen, 


22 * 


4 
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dessen Gegenseiten durch die beiden anderen Gegenstrahlen durchschnitten 

m h ’ BP 6 
werden; und (vergl. $.2) hält man in dem Strahlensystem (5 —,) zwei 
Gegenstrahlen eines Strahlenquadrupels fest, so sind die beiden anderen 


’ h 4 
Gegenstrahlen die Generatrices derselben Art zweier Hyperboloide e) 


N 
und ( ) durch die beiden ersten Gegenstrahlen, deren Parameter pr und 


verbunden sind durch die Gleichung: 
A 4, . By 


— 0. — = . 
N 


Er re 
Die Gleichungen (10.) — (17.) des $. 2 und die daraus abgeleiteten 


Resultate, welche sich auf die allgemeinen Strahlen (, «) und (A,,. «,) des 


u, 


Y Ö . » . . 
Systems (£ : —) bezogen, lassen sich auf die nunmehr in Betracht genom- 
) ur gen. 
menen besonderen Strahlen (1,0) und (0,1) übertragen, wenn man statt 4, u 
und A,. 4, bezüglich die Werthe 1. O0 und ©, 1 einführt. Man erhält dadurch 
Folgendes: 

Wenn man den beliebig auf dem Strahl (1.) gegebenen Punkt 


ale Zul 25 2 


in, 
entweder geradlinig über den Strahl (3.) hinaus mit dem Gegenstrahl (2.) ver- 
bindet und dann über den Strahl (4.) hinaus geradlinig zum Strahl (1.) zurück- 
kehrt, oder zuerst über (4.) hinaus geradlinig mit (2.) und dann über (3.) 


hinaus geradlinig mit (1.) verbindet, so gelangt man auf diesem Strahl zu 


> 


demselben Punkte p;, oder p,;,. welcher jetzt durch p’ bezeichnet werden 


mag, nämlich: 
,) ® i dw 
8). Jena —.—- 


(Ab yıav, 


durch eine ähnliche Construction ergiebt sich auf dem Strahl (2.) als der 


dem beliebig gegebenen Punkte 
®.) 4 ser => 
zugehörige Punkt g': 


(19) .d: seo=R, 


m; Pau, 
"TE yöt, 

Aus diesen Beziehungsgleichungen erhält man weiter, wenn man zur 
leichteren Unterscheidung auch die Coordinaten conjugirter Punkte mit den 
entsprechenden Indices versieht, für jede zwei conjugirte Punkte p oder (vo, w 
und p’ oder (v',w') auf dem Strahl (1.) die Relation: 











Hermes, über Strahlensysteme erster Ordnung und erster Classe. 173 


0. EN A 


vo we ya’ 
welche ganz unabhängig von den Coordinaten ®,, w, des als Ausgangspunkt 
gewählten Punktes p (7.) ist. Wenn man also noch ein zweites Paar con- 
jugirter Punkte annimmt, p, und p,, bezüglich mit den Coordinaten o,w, und 
v,%,, 50 ergiebt sich zwischen den Coordinaten beider Punktepaare die Be- 
ziehung:: 

.. D v 


.—— — 0 — 


"2 Zu”) 





oder. wenn man statt der Verhältnisse der Coordinaten die Verhältnisse der 
durch die conjugirten Punktepaare p, p’ und p,, pı auf der Coordinatenkante 
VW bestimmten Abschnitte einführt: 


r 


49, Pr.Pr!’ _mV/. mV. 
en pW pW pW pW’ 
und ebenso für die durch die conjugirten Punktepaare q, qg und q,, g, auf 
der Kante TU bestimmten Abschnitte 
ee ar gr 
u u qgU qU gU 








Aus diesen Gleichungen (11.) und (12.) aber geht hervor, dass die conjugirten 
Punktepaare V, W; p, p'; pı, pı und T, U; q, g’; qı, gı bezüglich auf den 
beiden Gegenstrahlen (1.) und (2.) in Involution stehen: man hat darum 
den Satz: 

Die Eckpunkte der über die Gegenstrahlen eines schliessenden Strahlen- 
quadrupels festgespannten windschiefen Vierseite sind conjugirte Punkte 
eines Involutionssystems. 

Die gegenseitigen Beziehungen conjugirter Punktepaare auf jeden zwei 
Gegenstrahlen eines schliessenden Strahlenquadrupels lassen sich aus den Glei- 
chungen (7.) bis (10.) herleiten: Durch die Gleichungen (7.) und (9.) der 
Punkte p und q werden nämlich diejenigen beiden Punkte dargestellt, welche 
die durch den Punkt P ($. 3, Gl. (5.)) gezogene, die beiden Gegenstrahlen 
(1.) und (2.) durchschneidende Gerade auf diesen Strahlen bezüglich bestimmt. 
und ebenso sind die conjugirten Punkte p’ (8.) und g’ (10.) diejenigen beiden 
Punkte, welche die durch den mit P conjugirten Punkt P’ ($. 3, Gl. (6.)) 
gezogene, die beiden Gegenstrahlen (1.) und (2.) durchschneidende Gerade 
bezüglich auf diesen Strahlen bestimmt. Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Wenn man voraussetzt, dass auf den Gegenstrahlen eines schliessenden 
Strahlenquadrupels durch die Eckpunkte auf ihnen festgespannter wind- 
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schiefer Vierseite je ein Involutionssystem von Punkten bestimmt ist, und 
man legt durch einen beliebig gegebenen Punkt P diejenige Gerade, welche 
zwei dieser Gegenstrahlen durchschneidet, so geht die Verbindungslinie der 
zu den Schnittpunkten p und q conjugirten Punkte der Involution p' und 
q durch den zu P conjugirten Punkt P’ des durch das Strahlenquadrupel 


bestimmten Strahlensystems; — 
und weil man ebenso, abgesehen von den entgegengesetzten Vorzeichen von 
u, und ı,,. die Punkte p, q und p’, q’ bezüglich ansehen kann als die Schnilt- 
punkte der Ebenen E und E’ ($. 3. Gl. (7.) und (8.)) mit den Gegenstrahlen 
1.) und (2.),. so ergiebt sich unter derselben Vorausseizung wie im letzten 
Satze auch die Richtigkeit des reeiproken polaren Satzes, nämlich: 
die Verbindungslinie der zu den Schnittpunkten p und q einer beliebig 
gegebenen Ebene E mit zwei Gegenstrahlen conjugirten Punkte p' und q 
liegt auf der zu E conjugirlen Ebene E' des durch das Strahlenquadrupel 
bestimmten Strahlensystems. 
Um jelzt den einem beliebig im Raume gegebenen Punkte P zugehörigen 
Sirahl desjenigen Strahlensvstems zu erhalten. welches durch ein schliessendes 
Strahlenquadrupel bestimmt ist, verfahre man folgendermassen: 
Man ziehe durch P diejenigen beiden Geraden, welche bezüglich die 
l.). (2.) und (3.). (4.) des Strahlenquadrupels durchschneiden 


ww. 


(regenstrahlen 
und construire zu den Schnittpunkten, welche entsprechend p, q und r, s sein 
mögen. die conjugirten Punkte der Involution p', g’ und r', s'. Diese Punkte 
ergeben sich als die zweiten Eckpunkte der bezüglich von p, q und r, s als 
ersten Eckpunkten aus über die zusammengehörigen Gegenstrahlen gespannten 
Vierseite. durch deren Gegenseiten die jedesmaligen anderen Gegenstrahlen 
durehsehnitlten werden. Die Verbindungslinien pg und r’s’ durchschneiden 
sich alsdann in einem bestimmten Punkte P’ und PP’ ist der verlangte Strahl 
des Systems. 

Soll der einer beliebig gegebenen Ebene E zugehörige Sirahl des 
durch ein schliessendes Strahlenquadrupel bestimmten Strahlensystems gefunden 
werden. so consiruire man zu den Schnittpunkten dieser Ebene mit den Ge- 
genstrahlen (1.). (2.) und (3.), (4.). welche entsprechend p, q und r, s sein 
mögen, die conjugirien Punkte der Involution p’, q’ und r', s’, wie eben ange- 
geben: alsdann liegen die Verbindungslinien p’g’ und r's' in einer bestimmten 
Ebene E’ und die Durchschnittslinie der beiden Ebenen E und E’ ist der 


verlangte Strahl des Systems. 
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Bemerkt möge noch werden, dass, wenn der Punkt P auf einer der 
Leitlinien des Strahlensystems liegt oder die Ebene E durch eine derselben geht. 
dasselbe auch bezüglich für den conjugirten Punkt P’ und die conjugirte Ebene 
E' eintritt, weil alsdann die Punkte p', q', r', s’ bezüglich mit ihren conjugirten 
Punkten p, gq, r, s zusammenfallen, also diese Punkte Doppelpunkte der In- 
volution sind. In der That kommt auch die Bedingung der Realität der Leit- 


' 


3 1) 

. . .. . t hd r ® » « / 
linien,. nämlich dass e3 und — gleiche Zeichen haben, ($. 1, Gl. (11.)). 
) 94 / « \ 
überein mit der Bedingung, dass die Punkte p und p’, sowie q und q’ zu- 


sammenfallen. 


$. 9. 

Für den nunmehr zu erledigenden allgemeinen Fall. wo das Strahlen- 
system durch ein nicht schliessendes Strahlenquadrupel, also durch vier ganz 
beliebig gegebene windschiefe Gerade, bestimmt ist, treten für die Construction 
neuer Strahlen des Systems nur geringe Modificationen ein. Alsdann nämlich 
fallen zwar die in $. 2. als die Schlusspunkte zweier je aus zwei geraden 
Linien bestehender, zusammenhängender Züge, von denen der erste den be- 
liebig auf dem Strahl (1.) gegebenen Punkt p» über den Strahl (3.) hinaus mil 
dem Strahl (2.) und dann über den Strahl (4.) hinaus mit (1.) und der zweite 
denselben Punkt p über (4.) hinaus mit (2.) und dann über (3.) hinaus mit (1. 
verbindet, betrachteten Punkte p,, und p,, nicht zusammen und ergiebt sich 
darum auch auf dem Strahl (1.) durch diese Punkte p nicht, wie in dem in 


$.4 betrachteten besonderen Falle eines schliessenden Strahlenquadrupels, ein 


Involutionssystem von Punkten: dagegen gelangt man auch jetzt auf jedem der 


gegebenen Strahlen zu conjugirten Punkten eines solchen Systems, und zwar 
z. B. auf dem Strahl (1.) zu dem in $. 4 als p’ bezeichneten Punkte (8.), wenn 
man zu p in Beziehung auf die beiden Schlusspunkte p;, und p,,; ($. 2. Gl. (15. 
und (17.)) den conjugirten harmonischen Punkt construirt. Um dies darzuthun. 
bezeichne man elwa die in den eben herangezogenen Gleichungen bestimm- 


ten Coordinaten der Punkte p,;, und p,, bezüglich durch o;,w;, und e,;w;;. 


so dass also: 
(1.) 


wo A und B die in $. 2, Gl. (16.) angegebenen, von v®, und w, ganz unab- 
hängigen Werthe haben, und welche in dem jetzt betrachteten allgemeinen 
Falle nicht verschwinden. Alsdann sind die Gleichungen der durch die vw- 


0, =Bo,— Pd Aw, w,=Bw—ayAnı, 


v,; = Bo, + PO Aw,, 0,3; = Bw, — 0oy Av,., 


































176 Hermes, über Strahlensysteme erster Ordnung und erster Classe. 


Kante und bezüglich die Punkte p, p;.. pıs gelegten Ebenen: 


> a ee SO Fr 
u . 2 [2 — 


In 7 10 103.4 un 043 








und wird demnach die Gleichung der zur ersteren in Beziehung auf die bei- 
den letzteren conjugirten harmonischen Ebene: 


\/f ® 0 \ U ıD 
U; 4 In 5,5 ”; 3 ID; (\—r—  — ID; (2b u u ”; ® 52477 
„+ +, ' 3, \ v, iv, 3.* 4, To Rd * D, 


Durch Einsetzen der obigen Werthe der Coordinaten von p,, und p,; er- 


ojebt sich: 


0%; = Bi —- PO Au). 034%0,; = Bw —uay’A’dı. 


1(0,,0,3 +0,30; 4) = vw, (B’—-aßyod A?): 
demnach wird die Gleichung 3.) nach einigen Reductionen: 


TR \ 
- Bd —) = Od. 
In D, / 


y f N” 
> yar ri I a” f var 
4. A eye, — DI, nr 





und aus dieser ergeben sich. weil A nunmehr nicht verschwindet. und wenn 
man den Factor eye; — dw; weglässt. welcher gleich Null wird. wenn der 
Punkt p auf einer der Leitlinien des Systems liegt.- was im Allgemeinen nicht 
eintritt. als die Gleichungen des gesuchten conjugirten harmonischen Punktes 
auf dem Strahl 1. 

v dw, 


> t=u=(. —__ h 
in zur, 





welche mit denen des Punktes p’ ($. 4. Gl. /S.)) übereinkommen. Man hat 
demnach den Satz: 

Wenn man ron einem beliebigen Punkte eines der Strahlen eines 

gegebenen Strahlenguadrupels ausgehend, 3 B. vom Punkte p des Strahls 

I.). in zusammenhängendem Zuge einmal geradlinig über den Strahl 3. 


sum Strahl 2. geht und dann geradlinig den Strahl ‘4. durchschneidend 


su 1. zurückkehrt, und ferner p zuerst geradlinig über (4.) mit (2. 
und dann über 3.) mit 1.) verbindet. — die Schlusspunkte der beiden 
Züge auf dem Strahl 1.) seien p;, und p;;. — alsdann sind der zum 


Anfangspunkte p in Beziehung auf p;, und p., conjugirte harmonische 

p und p, bei reränderter Lage von p. conjugirte Punkte eines Inrolutions- 
systems 

Bezeichnet man bei dieser Construction die Strahlen 1.) und /2.), auf 

denen die Endpunkte und Brechungspunkte der beschriebenen beiden Züge 

liegen, und ebenso die Strahlen 3.) und \4.), welche durch die beiden Züge 
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durchschnitten werden, mit gemeinschaftlichem Namen als Geeenstrahlen. um 
dadurch anzudeuten,. dass die Strahlenpaare (1.). (2.) und (3.). (4.) ihre 
Rollen bei der Construction verlauschen können, wobei jedoch zu bemerken 
ist. dass von vornherein jede zwei der gegebenen vier Strahlen als Gegen- 
strahlen ausgewählt werden können, so sieht man sofort, dass bei einer ein- 
maligen festen Gruppirung der gegebenen Strahlen in Gegenstrahlenpaare, in- 
dem man dieselbe Construction von anderen und anderen Punkten aus und 
auf anderen und anderen Strahlen beginnend wiederholt, auf jedem der vier 
Strahlen ein bestimmtes Involutionssystem erzeugt wird. Setzt man also bei- 
spielsweise, wie in dem obigen Satze, die Strahlen (1.). (2.) und (3.), (4. 
paarweise als Gegenstrahlen fest und benennt, wie früher, die auf den Strahlen 
'1.). (2.), (3.). (4.) bezüglich durch die angegebenen Constructionen erhaltenen, 
conjugirten Punktepaare der Involution p und p', q und g’, r und r', s und s’. 
so haben diese ganz dieselben Eigenschaften, als die in $. 4 erhaltenen. 
ebenso benannten Punktepaare, weil ihre Gleichungen (5.) dieselben sind als 
früher ($.4, Gl. (8.)). Darum haben auch diese Punkte dieselbe Bedeutung 
für die Construction der Elemente P’ und E’, deren Gleichungen sich in $.3 


Ay i B 6 
als unabhängig von der Wahl des das Strahlensystem ec —) bestimmenden 


Strahlenquadrupels gezeigt haben, und es ergiebt sich demnach auch hier: 

1) der zu einem gegebenen Punkte P conjugirte Punkt P' des Strahlen- 
se als Durchschnittspunkt der Verbindungslinien der Punktepaare p’, 
und »’, s’, welche auf den Paaren von Gegenstrahlen (1.). (2.) und (3.). (4., 
conjugirt sind den Punkten p, q und vr, s, in denen zwei besiimunie durch P 
gezogene Geraden die Strahlen (1.). (2.) und (3.). (4.) bezüglich durchschnei- 
den; die Verbindungslinie PP’ ist der dem Punkte P zugehörige Strahl des 
Systems. Und 

2) enthält auch in dem jetzigen allgemeinen Falle die zu einer ge- 
gebenen Ebene E conjugirte Ebene E’ des Strahlensystems die Verbindungs- 
linien der Punktepaare p', g’ und r', s’, welche conjugirt sind den Punkte- 
paaren p, q und r, s, in denen die Ebene E bezüglich die Paare von Gegen- 
strahlen (1.),. (2.) und (3.), (4.) durchschneidet; die Schnittlinie der beiden 
Ebenen E und E’ ist dann der der Ebene E zugehörige Strahl des Systems. 

Hält man die Bedingung, dass die gegebenen Strahlen in der bestimmten 
Gruppirung (1.), (2.) und (3.). (4.) Gegenstrahlen des Strahlenquadrupels sein 
sollen. nicht länger fest. so verallgemeinert sich die Construction der einem 
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Punkte P oder einer Ebene E conjugirten Elemente P’ und E’, und man er- 
hält folgende zwei Sätze, von denen der eine die reciproken polaren Bezie- 


hungen des anderen ausspricht: 



























Man kann durch jeden Punkt P im Raume, welcher nicht auf einem 
gegebenen Strahlenquadrupel selbst liegt, sechs gerade Linien ziehen, welche 
die gegebenen vier Strahlen zu zwei durchschneiden, nämlich die sechs 
(reraden, in denen sich die vier durch P und die Strahlen des Strahlen- 
quadrupels einzeln gelegten Ebenen durchschneiden; construirt man zu den 
Schnittpunkten jeder dieser Geraden auf den ihr zugehörigen beiden Strahlen 
als Gegenstrahlen die conjugirten Punkte und deren Verbindungsgerade, 
so erhält man im Ganzen sechs Verbindungsgeraden und diese gehen durch 
denselben Punkt, nämlich den conjugirten Punkt P' des durch das ge- 
gebene Strahlenquadrupel bestimmten Strahlensystems. Und: 

ls giebt in jeder Ebene E, welche nicht selbst einen Strahl eines 
gegebenen Strahlengquadrupels enthält, sechs gerade Linien, welche die vier 
Strahlen zu zwei durchschneiden, nämlich die Verbindungsgeraden der vier 
Punkte, in denen die Ebene E die Strahlen des Strahlenguadrupels durch- 
schneidet: construirt man zu den Punkten, welche jede dieser Geraden 
verbindet, auf den ihr zugehörigen beiden Strahlen als Gegenstrahlen die 
conjugirten Punkte und deren Verbindungsgerade, so erhält man im Ganzen 
sechs Verbindungsgeraden und diese liegen in derselben Ebene, nämlich 
der conjugirten Ebene E' des durch das gegebene Strahlenquadrupel be- 
stimmten Strahlensystems. 

Die Verbindungslinie der Punkte ? und P’ und die Schnittlinie der 


Ebenen E und E’ sind selbst Strahlen der betreffenden St "ahlensysteme. 






Berlin. November 1866. 
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Ergänzung der Abhandlung über die Entwickelung 
des Produets 
1.1+2)(1+22)(1+38)...(1+(n-1)z) = II(e) 
ın Band XLIII dieses Journals. 


( Von Herrn Schläfli zu Bern.) 


In Beginn des $. 4 dieser Abhandlung wird eine Form des Ausdrucks 
einer ganzen Function angenommen, wo der Coeffieient des Anfangsterms (In- 
tegrationsconstante bei der Integration einer Differenzengleichung) nur durch 
Induction gefunden war. Am Ende von $.6, Gl. (38.) steht zwar die iden- 
tische Gleichung, auf deren Beweis alles ankam; aber ich hatte wirklich ver- 
sessen, dass sie noch nicht bewiesen war, und sogar gesagt, der directe Beweis 
möchte sehr schwer sein. Ueberhaupt führte damals der Versuch, durch In- 
tegration von Differenzengleichungen den Gegenstand zu erledigen. zu un- 
nöthiger Weitläufigkeit. Ich will nun den Fehler verbessern, indem ich zeige. 
dass die Sache weit einfacher ist. 


Das in der Ueberschrift senannte Product. ///x) = 32 A,r”, ist durch 
o u | m 


m) 
0 n-+1 n 
(x) =1, I(x) = (1-+nc)/I(x) für jede ganze Zahl » definirt. Nur muss 


für ein negatives a—=—4 der absolute Werth von r kleiner als 7 sein, da- 
mn — 


PR 
mit die Entwicklung /7(z) = (1—x)(1—2x)...(1—-ir))"= 3 A,„zx” conver- 


m—U) 


gire. Es ist auch sogleich klar, dass die mit A bezeichneten Coefficienten 
positive ganze Zahlen sind, sobald sie nicht verschwinden. Der bekannten 





Gleichung 
| (et —1)4 F m=x —/ gitm 
(1.) u u =, An (A+m)!” 
welche ‚ 
= a Gt DL 
2) == 2 io 
2) An= S Zia-mil 


liefert (wo 9" =1 zu verstehen ist, wenn m=i=ß=0), reihe ich die 
Entwicklung (für «=0, 1, 2, 3,...) 


(et —1 —t)*° a f?e a petl a Per? 











(3.) a! a @ı +Pı (2& +1)! TA (2« + 2)! it, 
23” 
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& & 
durch welche die (ganzen positiven) Zahlen B,, B,, ... definirt werden sollen. 
0 0 [#4 
an. Also B,=1, B,=0 für m=1,2,.... (Die Gleichung B_,=0, die 
hier sogleich klar ist, fällt im Grunde mit jener unbewiesenen Gleichung (38.) 
zusammen; ihre Erkenntniss gab mir die Veranlassung zur vorliegenden Be- 
trachtung.) Stellt man in (3.) die linke Seite durch 


i=a (e! — 1)? (—N)e- A 
2, A! (a — 4)! 





dar. so folgt wegen (1.) 


a —i 


‚A \ n pr 11) fm+ 0 
(4.) Di; = (1) 3 An 
Aus 
0 1 [7 Br ! 1 . Ü— 
7 )(re-1-0°) = Fe a 
folgt 
ie & a—l 


B„_..1—-@B,_. = (m+e)B,„_a,1, (Relationsscale). 


a—1 


im besondern Bi (2e—1)B,=1.3.5...2@—1). Es sei nun 


am 


Nm 
fa) = < En Bi. 


also eine ganze Function (2m)'"" Grades von n. Da 
: 1 Fin e —n ) De. im — u) 
m-+1-+ m+1+a/  \m+aea)’ 


a=m-H1 


a 
fn+1 (9) —fn+ı(9 +1) =. = vaio RE 


0 


Aus n ort © (mt HH) rar) ln) folgt ferner 


so Ist 


u Ahr ER ran 5 = SO 
nfn(n) = — SZ (m+a) (Mre)Brn-2 < (nu) Bu_.. 
Daher 
a / . m—n a—1 @ 
(419) —fnyılat+1)+nfn(n) = En Te. .41— (m+ 0) B„_4— @Bu_.) = 0 
m-+-A 


() 
vermöge der Relationsscale für B. (Da B„.=0, B_,=0, so ist die Ver- 


( B 


schiedenheit der Summengrenzen ohne Belang). Ferner ist fu(») = B 1; 


f.(O)=0 für m=1,2,..., weil (mra)=0 für @=1,2,... und B, ie 


Diese Anfangswerthe der Function f,„(») im Verein mit der Relationsscale. 
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die für f und A dieselbe ist, reichen hin, um zu beweisen, dass 


4 da m 


(9.) A, = . ’. & 


ist. (Da diese Formel (5.) für z=0, —1, —2, ... —m dem Systeme der 
Gleichungen (4.) für «=0, 1, 2,... m genügt und für »=1, 2,... m den 


der Function (2—1)'" Grades I) entsprechenden Werth A, ‚=0 liefert, also 
in 2m +1 Fällen richtig ist, so hätte man auch von hier aus die allgemeine 
Richtigkeit des Ausdrucks (5.) für eine (», 1)'” schliessen können.) 

Combinirt man (2.), (4.), (5.),. so stellt sich A, als dreifache Summe 
dar; diese kann aber in eine Berge verwandelt werden. Da in (4. 
und (5.) zusammen 0=iZ=«Zm, und, wenn 4 fest bleibt, 


1 eigen - ACER) 


= (-1PH(B 73 —n—d = Hear Gel 
a m+ 4 wich m+ A/\m— A)? 


so folgt 


5 m — 
» m—n\/m—n 
(6.) A, = 3 ” Ale u — A 
mittelst (2.) eine Doppelsumme. Der Ausdruck ist übrigens eine (», 1)", und 
die Gleichung wird von a=—m bis »=m unmittelbar als richtig erkannt: 


sie ist also auch unabhängig vom vorigen bewiesen. 
Zieht man einen analytischen Gang vorigem synthetischem vor, so leitet 
auch die Anwendung des Fourierschen Satzes zur Gleichung (5.). Giebt man 


nämlich, wenn » eine ganze positive Zahl bedeutet, dem Product //(z) die 
Gestalt eines Binominalcoefficienten, so kommt 


3 —1 Ge 1)” 4 „n—m—1 
24) = EN An3 


Da aber (; wi der Coefficient von a”"" in der Entwicklung von (1+«)” 


ist, so giebt der Fouriersche Satz 


GH) = u SftHtW u tdn, 


wenn der Integrationsweg +1 Mal 0 umläuft und —1 ausschliesst. Setzt man 


a=e'—1, so kann man unter dem Integrationszeichen nach Potenzen von z 
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entwickeln und hat daher zugleich 


—1 1 e u 
Ga = 3 fe'(e-1) dt, 


SE. (Nr (a—N! „ni, Bi 
An = 2in (n— m —1)! f ‚(e-1) di, 


wenn der Integrationsweg +1 Mal O0 umläuft und alle Vielfachen von 2in 
ausschliesst. Es sei ® —1=t(1+T); dann ist 


FE CPNrre-1-nn 


a) 








und. da 





(— 1)" (n—1)! (7) - Pr n en 


(n—m—1)! m+a/ a! 


ist, auch 





2 >> pr e' —1--t)« ER 
An : a =, nF Zin /n+ae)! a! j a, 


was mittelst der in (3.) definirten Coefficienten B die Gleichung (5.) giebt. 


zwar nur für ein ganzes positives z», aber mittelst der Relationsscalen für A 


und B auf ganze negative Werthe von » übertragbar. 


Bern. den 28. November 1866. 
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Ueber die Entwickelbarkeit des Quotienten zweier 
bestimmter Integrale von der Form 


fdxdy...ds. 


(Von Herrn Schläfli zu Bern.) 


In Gebiete von » Variabein x, y, ... z heisse jede Gruppe von 
Werthen derselben ein Punkt, und die einzelnen Werthe seien die (Coordi- 
naten dieses Punktes. Wenn überdies das Quadrat der Distanz zweier Punkte 
durch die Summe der Quadrate der Unterschiede gleichnamiger Coordinaten 
beider Punkte definirt ist, mögen die Coordinaten rechtwinklige heissen, wenn 
durch eine andere homogene Function zweiten Grades, schiefwinklige. Ich 
setze die Eigenschaften einer orthogonalen Transformation, d. h. einer solchen 
linearen Transformation der Coordinaten, welche jene erste Form des Aus- 
drucks der Distanz nicht ändert, als bekannt voraus. Ein Punkt, dessen Coor- 
dinaten &,, Yı> -.. 3, den Zeiger 1 tragen, werde mit diesem Zeiger 1 be- 
zeichnet. Die Gesammtheit aller Punkte, welche der in rechtwinkligen Coor- 
dinaten ausgedrückten Gleichung z’+y’+----+3°= 1 genügen, heisse n- Sphäre: 
der Punkt, dessen Coordinaten alle Null sind, heisse das Centrum 0 derselben: 
1 ist ihr Radius; von einem Punkte, der jener Gesammtheit angehörl, sage 
ich, er liege auf der „-Sphäre. Die » Punkte 1, 2, 3. ... » seien nun 
nach Belieben auf der »-Sphäre gegeben, doch so, dass der Determinanl 


/ LU ...% . x . . \ . 
yd= ri n nicht verschwindet; ferner ordne man entweder die Coordi- 
naten oder die Punkte so, dass dieser Determinant positiv wird. Der Minor 


($ “an dieses Determinants z. B. werde mit 1] bezeichnet, u. s.f. Summa- 


tionen, die sich auf die Coordinaten x, Y, ... 3 beziehen, mögen mit >, 
solche, die sich auf die Punkte 1, 2, ... » oder deren Combinationen ohne 


Wiederholung beziehen, mit S bezeichnet werden. Mit Bewahrung des Ur- 
sprungs 0 kann man die Coordinaten orthogonal (und homogen) so transfor- 
miren, dass die Punkte 1, 2 nur für zwei Coordinatennamen Werthangaben 
erfordern, während alle anders benannten Coordinaten in beiden Punkten ver- 
schwinden, d. h. die drei Punkte O0, 1, 2 bestimmen eine Ebene, welche alle 
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drei enthält; in dieser Ebene liegt ein Winkel 102, der mit 12 bezeichnet 





sei. Die orthogonale Transformation giebt cos12 = Fx,x,. Das Quadrat der 
Distanz der zwei Punkte 1, 2 sei x», = (2, — x), also cos12 = 1— Au». 

Um schiefwinklige Coordinaten p,. ps» ... p,. zu bekommen, deren 
jede in O0 und »—1 Punkten aus den » auf der n-Sphäre gegebenen ver- 
schwindei. aber im einzigen noch übrigen den Werth 1 annimmt, setze man 
r=Sr,p,. y=Sy;pı, --- 3=93p, (A=1,2,...n).. Da yf nicht ver- 
schwinden darf. so sind durch dieses System von » Gleichungen umgekehrt 
Pı= Pr» --- pP. als homogene lineare Functionen von x, y, ... z völlig be- 
stimmt. und sie sollen hier eine geraume Weile hindurch immer als solche 
betrachtet werden; als unabhängige Variable sollen nur x, y, ... z gelten. Der 
Kürze wegen sei s=p+p+'"+p., U=R=Su,pıp. (% u=1,2,...n). 
R positiv verstanden, wenn U positiv ist. Dann ist 

Sr’ = Sp?+2S cos 12p,p = s— U. 

also mit Ausnahme von O stets s>R. 
Gegenstand der vorliegenden Betrachtung ist nun das »fache Iniegral 


S- Jardy...ds wtf ++ ‚<< Ln >a: >. n>%, 


das ich einen »-sphärischen Sector nennen will. Ich werde es so verwan- 





i S n(n—1) „.: 
deln. dass der Quotient 77 nach Potenzen und Producten der nt Distan- 
zenquadrate ”,,. . ... entwickelbar wird. Man beachte wohl, dass die gemachten 


Voraussetzungen die Möglichkeit eines Widerspruchs zwischen den dem Integral 
S auferlegten Grenzbedingungen ausschliessen. und dass diese Bedingungen s 
und U positiv machen. In der Folge kommen nur proportionale Verwand- 


lungen der Coordinaten x, y, ... 3 miltelst positiver Factoren vor. Da diese 
die linearen Grenzbedingungen p, > 0. ... nie in andere Form bringen können, 


so werde ich es unterlassen sie zu wiederholen. Aus demselben Grunde darf 
ich voraus setzen, dass nach jeder Verwandlung die Buchstaben s, R, U 
immer wieder dieselben homogenen Functionen von z, y, ... z bedeuten wie 
vorher; vorübergehende Ausnahmen werden wohl das Verständniss nicht stören. 

Setzt man Fx’=r, und denkt sich y, ... z constant. so kann man 


r dr Ban 
im Integralausdruck dx durch — ersetzen. Hält man r fest und substituirt 


rt. ... für ©. ... so kommt 
..dz 


Iy. 
Ss= ma Yo® W<r<i,22=1), 


e T 
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und. da man hier nach r integriren kann, 
ER di 
S = — —dy...dz er7 ein 


N. 
(Wenn irgendwo innerhalb der Grenzen x verschwindet. so richte man die 
Bezeichnung des Elements dieses Integrals auf einen anderen Coordinaten- 
namen als x ein; denn alle » Coordinaten können auf der »-sphäre nich! 
zugleich verschwinden.) Wenn man. r einstweilen nur als Hülfsvariable an- 


sehend. jedes Element dieses Integrals mil J2Rrar 0O<rR<i1)=1 multi- 





plieirt. und dann, r festhaltend, x, ... in —, ... umsetzt. so kommt 
2 h“ u 
Ss —- N -drdy..dg O<R<1,2Z®=-r=8—-R) 
Setzt man 4ddU = RdR = Xdıx-+--- und denkt sich y, ... z constant. so darf 
r. dr RdR 
—— durch —— ersetzt werden. was 
x X | 
2 w a A 
3 = JS „ss WÖR<IL, IT er = FR 
n 7 
giebt. Man halte AR fest und lasse x, ... in Rx, ... übergehen. 


2 —ın dy...dz On z x 2 
DK Sie’ -NFRaARF ZT O9 (W<R<A,L.2= 8-1) 


Hier kann man nach Zt PR und hat 


—. N (8 1) ss ‚dy...ds 


N. X 








( 24 i =$ il), 


(Die Schwierigkeit, die aus dem Verschwinden von X innerhalb der Grenzen 
entstehen könnte, wird, wie oben, durch eine andere Darstellung des Elements 





beseitigt. Denn, da hier U=1 und überhaupt U= Ne. SZ, so können 
nicht alle Abgeleiteten von U zugleich verschwinden. Wenn man übrigens 
das Coordinatensystem so wählt, dass = m = 1, = --—= x, wird, so bekommt 
man =, wo sing den Radius der durch die Punkte 1, 2, ... n ge- 
henden kleinen (a—1)-sphäre (s=1,>x°=1) bedeutet, und X = rtang’o 


kann dann nirgends innerhalb der Grenzen Vornckwihi) 


7 


Da überall s —> 1. so darf man (s’—1)”°" nach fallenden Potenzen von 


s entwickeln. und gebe der Entwickelung die Form 


2 —in __ IQ4) ' u. (z)r+? de n+27—1 
E14 = 2, eFRFAIIR, 





Ta41("7 ht -a)% 
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Substituirt man oben diesen Ausdruck, führt . ... stalt &, ...,„ ersetzt 


RdR 
dann —— durch dz und gebraucht die Functionsbezeichnung 


fi % (4 y- t 2-1 


ii @, U) m I(i+ DIA +4) 





so kommt 


= fe TE V).dady...ds 


Führt man endlich p,, p2» -.. p„ als unabhängige Variablen ein und beachtet, 


dass der Functionaldeterminant der rechtwinkligen Coordinaten in Bezug auf 


diese schiefwinkligen den Werth y./ hat, so ist 


| IH nr 
ı.) = _ y- Afe =, U)dp. dp... .dp„ (pı>P, ....) 


rl (An 





oder, was dasselbe ist, 


Ss - (A)? fe via . ) 
y: e 12.4 n+1 n-+3 n—i_ 1 r 2 Se 
. ... 2 . 2 IRTRR 92. u 


Hier kann U?’ in eine endliche Reihe von Potenzen und Producten der Hülfs- 
variabeln p,. ps, . .. p, entwickelt werden; jeder Term liefert dann eine 
Combination der constanten Elemente #,, ... multiplieirt mit einem Product 


solcher einfachen Integrale, wie fe e”' pr dp, =m!. Sind diese einfachen Inte- 
srale alle in Facultäten verwandelt, so hat man wirklich eine in ganzer Form 


n(n —1) 


fortschreitende Entwickelung jenes Quotienten nach rt invariantiven Ele- 








menten des Sectors S, nämlich nach den Quadraten der Distanzen seiner Ecken 


nn Mn u 


a. dach ui 
1, 2 n, vor sich. Der Divisor —y In jenem Quotienten ist übrigens der 


Werth des » fachen Integrals 


L = Jardy...ds (s< 1, pı >0, p >0,...9,. > 0). 


Denn es folgt sogleich L = (4 fapıdp....dp, (dieselben Grenzen). 
Denkt man sich px. p3, ... p, constant, so darf man dp, durch ds 
ersetzen. Jetzt wandle man p,, ... p, in spa, ... sp. um, so hat man 


L D) 
5 er fe ds dp; dp;...dp, 


(Ptps+t + p. <1,Pp>0,p>0, mM >V, 0 <s<L), 
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und da man nach s integriren kann. 


- === = dp; dp;...dp, (p+ +9, <1, >00. ..., pP, 0). 
und so fort; folglich Z = ya. Die Integrale S und Z haben sämmtliche 
Ecken 0, 1.2.3. ... » und alle durch O gehenden linearen Grenzen gemein: 
sie unterscheiden sich nur dadurch, dass dem Centrum gegenüber S von der 
n-sphäre, Z, von dem durch 1, 2, 3,... » gelegten linearen Continuum be- 


grenzt ist. 

Es liegt uns noch ob. die Convergenz des Integralausdrucks (1.) zu 
beurtheilen. Die mit T bezeichnete Function bildet einen besonderen Fall der 
hypergeometrischen Reihe von Gauss und kann auf mannigfache Arten durch 
bestimmte Integrale ausgedrückt werden: für unseren Zweck passt die Dar- 


stellung durch 








17,0) = nf er sinnt9ah 
. — IN (1 \ 
2 TOTEN, 
ı in+-1 - 2 \ 
. (3) er a — 12)" Ide. 





wenn man YU=R (positiv) und cos#®=1—x setzt. Ist nun R sehr gross. 
» aber endlich, so liegt der weit überwiegende Theil des Integrals auf der 








Strecke 0 <x<- pi man darf (1—!x)'"" durch 1 ersetzen, und bekommt 
angenähert 
nr U) _ DH vo 
2° (3) 
Daher ist die Convergenz des Ausdrucks für : dieselbe wie sie das be- 


stimmte Integral 


Yan un eHU dp, dp; ... dp, (pı >, AR: 


von der Gegend an hat, wo U sehr gross ist, bis da wo U unendlich wird. 





Ich glaube daher, die Convergenz des Integralausdrucks (1.) sei gesichert. 
wenn s— U als quadratische Function der Variabeln pı. p2, -.. p, für keine 
Gruppe positiver Verhältnisse derselben Null oder negativ werden kann, wie 
wenn sie z. B. als arithmetische Summe von » Quadraten reeller linearer und 
homogener Polynome, aber nicht von wenigeren, dargestellt werden kann. wie 
z. B. oben durch I(Sz;p,)’. mit anderen Worten, wenn ihr Disceriminan! 


4 = | cos1A.cos?A...cosni! (wo cosiA = 1) 
CE 5 3 20; | 


24 * 
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und alle seine diagonalen Minore positiv sind. Es muss indess Fälle geben, 


wo die Reihe für n convereirt. obgleich .Z verschwindet; denn man kann 

sehr kleine #,.. ... wählen, welche der Bedingung /=0 genügen. Da 

übrigens die Reihe aus lauter positiven Termen besteht, so kann eine Variation 

ihrer Elemente #,. . . . wohl nie anders einen Uebergang von der Conver- 

oenz zur Divergenz bewirken, als indem derselbe durch das Unendlichwerden 
Ss 


ihres Werthes Tr» also. da S stets endlich ist. durch das Verschwinden von 


L, somit von 4, angezeigt wird. Diese Erwägungen bestimmen mich zu 
glauben, dass. wenn nicht die Punkte O0, 1, 2, 3. .... » allesammt einer und 
derselben linearen Gleichung genügen, die angegebene Entwickelung des Quo- 


N) 
tienten fA stets convergire. 


4 


Für n=2 sei 7, = c0sa, =—Sina; m =cosa, = sina; also 
L=4y4= cosasina, Inhalt des Dreiecks O12; Kreissector S=.a. Der Satz 
(1.) giebt, da U= 4sin’a.pg, 

a 1 


c0sa "Aurr.ü fer (sin’a.pq);dpdg, 


cosasina AU 





also die bekannte Entwickelung 


a Fee ii. 
“— —— SIR. 





ecosasına |; 


—— % 


habe die Be a,b, ce und die Winkel A, B, ©. Setzt man sin’4a=«, 


Für na=3 ist S ein u seine Basis, das Kugeldreieck (123) 


sin ib=y, sinde=z, so folgt 


I = 4(2ys +2ız +3ay— 2 —y' —- 3° —Aayz) 


a+b+c . —a+b+c . a—b-+c. a+b—c 
— 4sin —— sin 5 IE sin n sin ——, ; 


- 








ferner ist S=4(A+B+C—n), und L=4y4 ist das Volumen der Pyramide 
(0123). Der Satz (1.) giebt 


Ss _ P+Nn!@te)!a@+P! 
L "(a+A+r+Nlalatlz! 





x yezr \@, P, ’-» 0, 1, 2, 


Argumente des Sectors S$. 


Man kann die rechtwinkligen Coordinaten x, y,.... z so wählen, dass 
die Polynome p,. p; nur zwei Namen enthalten. Lässt man dann die n—2 un- 
gleichnamigen Coordinaten verschwinden, so hat man eine Ebene vor sich, in der 
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% 


die zwei geraden Grenzen pı >0, p>0 einen Winkel (als unendliches Areal 
sefasst) mit einander bilden, den ich überhaupt das von den zwei linearen 
Grenzen pP, 0, p —>O eingeschlossene Argument Z_(p,.P:) = «n des Sectors 
S nennen will. 

Aus dem System der Gleichungen 2=Sx,p;. ... folgt y4.p, z|7 le, 
etc. Bildet man Summen, wie Ir. Iır,2,. so geben die Sätze über Mul- 


tiplication von Determinanlten 


[1] [1 ul-Ll-G «e- 


1 2" n . ’ FR u 
wenn ı]- il- = 41 die Minore der obersten Zeile des Cosinusschemas 
des Determinants 47 bedeuten. Aus Ir’ = Sp; +2ScosAu.p;p, ist klar, dass 

: . i 1 12 or 
alle diagonalen Minore, wie 1]- 12] ...., positiv sind. Ich darf daher 
1 r2 12 . "RER ' 
\Lıl> JLeJ> Ylız)> °° oft als sie vorkommen, positiv verstehen. Setzt man 
il 

yA | 1 ö 

nun =mc+by+-+c3, also = —, ; und so fort, so ist 


rt Pı = 
‚il Ylı 
Za, = 1, und die Grenzbedingung Fa,x >0 von p, —>O nicht verschieden. 
Die orthogonale Transformation giebt aber — 0050, = 1m+b,b,; + -+C,6. 
[2] Zar 
2 12 ' 
17 pa, Sina, = — u Hieraus ergiebt sich 
/ 
Yılylal 


lv 


. . —1 . in . h . ” 
leicht, dass die nr ) Elemente cos12, ... dieselben Functionen der Ele- 


mente — C0S@a, — COS. ... Sind, wie diese von jenen. 
Bewegt man die einzige lineare Grenze p, >0, so bleiben alle 





Folglich ist — cos«a, = 





n—1)(n— 2 i ; j i x 
( a ) Argumente wie «&,, die mit dieser Grenze nichts zu schaffen 





haben, constant; das Eck 1 bleibt fest, und jedes andere Eck A kann sich nur 
in der Ebene (O1%) bewegen und beschreibt einen Kreisbogen um 0. Ich 
verlange noch, dass auch die Argumente @3;, %4>, ... %„ constant bleiben 
und nur das Argument «&,, das ich kurz mit « bezeichnen will, variire. 

Die hieraus entspringenden Bedingungen Fa, da, =0, Ia,da,=sin«.de«, 
Za,da, =0, Za,da, =0, .... Za,da, =0 werden zunächst = |? ]da, = 9; 


[5 |da, = | — PalL Ye], x =|3 ]da, ig n =; |da, == O, gr =|; .|da, 0 
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und geben 





his f 12] r11 0b, [121 
YLı = 2»Ylı2]» HE = ey; >|. 
n Gleichungen, welche die Variation der linearen Grenze p, bestimmen. 


Betrachten wir ferner die Bewegung z. B. des Ecks 3. Da es sich, 
wie schon gesagt, nur in der Ebene (013) bewegen kann, so ist 




































oz, a A oy, .. pr 
Fr un iS PyıtYYs» 
zu setzen. wo /, y noch zu bestimmen sind. Aus dx; = Ir,de, = 0 folgt 


Peos13+y=0, und aus dFa,z, = Fa,da,+ Zx;,da, =O folgt 


=[i| (Br + yx;) + Ylı2]= 2,2% = By A4+ cos: 3] + a =0, 








Also ist 


— OL 


‚I zz - [33] (a,00018.00533— x, 00838), 


wo der Zeiger 3 durch jeden anderen ersetzt werden darf, wenn man be- 


achtet, dass cos11 =1, cos22? =1. 


Differentiation des Sectors S nach seinen Argumenten. 


Zu den früheren Abkürzungen s=Sp;,, U= Su,,p;p. kommen noch 





0=s’—- U=Xr’ hinzu, und p,, P, ... p, gelten fortan als die unabhängigen 
Variabeln, als solche, die nur dienen, die nach Potenzen und Producten der 
%ıo» ... verlaufende unendliche Reihe des Satzes (1.) in Form eines bestimmten 
Integrals darzustellen; das Argument «& wird nur von den Distanzenquadraten 
ud oU 6) r 
dj, ... Implieirt. Demnach ist — = _ 2, Halt man die Gleichungen 
8, Ou 
0=Fr, 2 =Str,p,, y= Sy;pı, -.. zusammen, so folgt 
BA 14.p,+cos24 -cosmk. 
zei 2; C = 00814.p,+008%A.p: +" COSnA.p;, 
und hieraus 
0R7 ol = 
‚JS, — - yli2] Ie I osTRcos2r— ı ı 0 052% 
Op} "op, 


Multiplieirt man diese Gleichung mit 2p, und summirt über 4=1, 2, 3, ... n, 


so kommt 











0 Q oO 0 

4 = os 1Ac hi 4 

oa VER ](SeosTzeos22p,£ op} s 2:7 Op, 
und, da cos12? = 1—4u., ... Sp, u — 20, auch 


op 
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121/, 60 ©0 oQ 90 
4.20 — Yfl3] St) Sup, 20 
y4. m | 12 Im; Zu Ip —20+4S (u, + Wua)Ppı 15a, P; 39,’ 
wo 4ı =0, ua =0 zu beachten ist. Substituirt man hier O=s’— U und 
setzt abkürzend Em — U,, also En —= 2s—U,, so bekommt man endlich 
? r| J 7 
Ü 
A. nn 
0@ 


/l12] 5 HU, U, +2 U- 18 (u,40,)9p U; —4sSu, up +4Su,u,pı UN. 


Da ferner 


. ri 21 2 12 f 
=H — = Ylı 5 |eosta cos24 — \ ı | 3 (Mat a) + dar) 


0@ 





für =2, 3, ...n; für) =1 aber 


10 12] EFT | 
0 = zn nn = | ı ,|(ı1- (Mt %ı2) —1+ 2%U12)» 





so folgt 





- vi] | a-1+; 1u2— 28 (u, 4%)+49u,%,). 
Der da wegen werde ich im nächst folgenden nur T(«a) statt 
‘a, U) schreiben, da das Argument U dieser Function immer beibehalten 


wird. Man beachte dass 





AD —_Ta+l), und 4UT(a+2)+4aT(a+1)-T(a) =0. 
ce 
' IU IyA ' 
Mittelst der schon berechneten Werthe von re 4 wird man nun finden 





1] 4 (v4 Pike )) 
ha 


=.” TC 2). (U,U,+4U—S(u,+%,)pı Ü;—sSu,%,pı+4Su,0,P,U;) 





rn, 2 (2 (a—1)+u2—S(anı + %r) + 482m) 
mfn—1 

=% ET e"1(5 

+8- nr )-Sanapı + T( - Ü ): (Ada — Ur Un) I 


+e(4uT(2F°)+2(0-1) T( = +2) 























te" Su,;%,P;: (aur(? | Are Tr (n-+1) r(*17)- or )). 






























5 





192  Schläfli, die Entwickelbarkeit des Quotienten zweier bestimmter Integrale. 












Der Einzelterm der Summe in der zweiten Zeile liefert Null. wenn er von 
p;=0 bis p, = x integrirt wird: die dritte und vierte Zeile sind schon jetzt 
mit Null identisch. Die erste Zeile, nach p, integrirt, giebt 

Oo m wi i 

2 (TEZ)p=0) 
op, 2. 
4 u an Gehe E 

5 ) Pı=0.p=0). Geben wir 


den Buchstaben p,. p» wieder die ursprüngliche Bedeutung linearer Functionen 





\ \ BEE 7 7 
und dieses, nach p, integrirt, giebt (e (> 


der Coordinaten x, Y, ... 3, um die Gesammtheit der Punkte zu bezeichnen. 
welche den drei Gleichungen p, =0, m» =0, Fr’—=1 genügen. Diese Ge- 
sammtheit ist eine (a—2)-sphäre, welche nur die Ecken 3. 4. ... » enthält, 


j a 12 , ı j ; 
und in Bezug auf diese hat 12] dieselbe Bedeutung, wie 4 in Bezug aul 





1. 2. 3. ...n. Also ist auch 
I'(4) 1 2 nn —1 : 

a TMım \ |, a e 1 )dp,dp, ... dp, m=V9,p=0, >00, ... 
der durch die Ecken 3, 4, ... » bestimmte Sector jener (a—2)-sphäre, und 
obige Rechnung hat uns dann 

FR oS 1 
(2.) - — — 2 
j O4, n 


eliefert. (Einen anderen Beweis dieses Satzes habe ich im Qxarterly journal 
of pure and applied mathematies, Bd. Il., S. 287 gegeben. In diesem Jour- 
nale. Bd. XLVII, hingegen steht ein Aufsatz „über eine Function von drei 
Winkeln“, der für das Gebiet von vier Coordinaten und den besonderen Fall, 
wo die Argumente &3, 4, %; des Sectors S den Werth 47 haben und nur 
yo» 4. 0, frei sind, eine Reihe von Folgerungen aus vorliegendem Satze 
(2.) zieht.) | 

Die Argumente Ay, Pas» +: - Pon-ny„ des (a—2)-sphärischen Sectors S,, 
verhalten sich zum Cosinusschema | c0s34.cos44...cosnA | des zweiten Minors 

| A 48:0 | 








fi} des Determinants 7 so, wie die Argumente @», ... des »-sphärischen 
Sectors S sich zum vollständigen Cosinusschema von 4 verhalten; d. h. 
Fiss 12 12347 
De 124] ae | 12] 1234, 
— C0OS/ ur a S er f 
ii % Ä 123] 9 /1237.,/f124 
| 123 Vlı24 ylıe3] YLı2a| 








Will man S, in der einfachsten Form eines (a—2)fachen Integrales 


[dxdy...dz darstellen, so hat man zuvor das System der » ursprünglichen 
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Coordinaten orthogonal so zu transformiren, dass auf die Polynome pı. p.; nur 
zwei Namen fallen, und dann sind in jedem der übrigen Grenzpolynome die 
zwei Terme dieser Namen auszustreichen. Wird noch jedes mil einem po- 
sitiven Factor multiplieirt. der bewirkt, dass z. B. das mit dem Zeiger 3 ver- 
sehene Polynom im Eck 3 den Werth 1 bekommt. so mögen die so verän- 
derten Grenzpolynome mit 93. 94» --- q, bezeichnet werden. Man lasse nun 
jene zwei Coordinatennamen weg, bilde aus den »—2 übrigen neuen Üoor- 
dinaten die einfachste Form eines (»—2)Tlachen Inteerales und eebe diesen die 
(n—2)-sphäre vom Radius 1 und , >0O. 4,0. ... q,>0 zu Grenzen: 
dann hat man 9». 

Bleibt man bei dem ursprünglichen System der » Coordinaten x, y,... 3. 
das zur Darstellung des Sectors S gedient hat. so kommt die letzte Vorschrifi 
darauf zurück, dass man z. B. p; durch p,+ ep, + Pp; ersetzt und hier «, 3 


so bestimmt, dass das neue Polynom sowohl zu p, als zu p, senkrecht wird. 


r 12 12 12 ııf»2 Tan 
Man erhält r >| (= |; > |p:+ 12; |P +; Ir: für 4=3.4....n. Füri=1.2 


wird dieser Ausdruck mit Null identisch. Dividirt man ihn für 1=3 mil 


3» SO wird die Summe der Quadrate der Coeffieienten von ır. 


— 
a. 
Mumie  ellin 
vv ww 
neun) 
= | 
VD wl| 


Y, ... 3 gleich 1. Mit Bewahrung derselben » rechtwinkligen Coordinaten, 
durch welche S anfänglich ausgedrückt ward. kann man nun auch 8, als 
n-faches Integral 
a n 

5 3 Sdxdy...dz zei, >09, H>0,..94,>0 
darstellen. Die Begründung dieses Ausdrucks folgt im nächsten Abschnitt. 
wo Integrale ähnlich wie S, aber mit weniger als » linearen Grenzen unter 
anderm in Betracht kommen. 

Fall, wo die eine Gruppe der linearen Grenzen auf der anderen Gruppe 

senkrecht steht. 


Die » = 4m Coordinaten im ursprünglichen Ausdruck des »-sphärischen 


Sectors S mögen aus einer Gruppe von /Coordinaten x, Y, ... 3 und einer 
x . ! ' . . x 

von m Coordinaten x, Y, ... 3 bestehen; die linearen Grenzpolynome p,. 

Pr, -.. pı Sollen nur x, Y, ... 2, die übrigen g,, Q:; -.. q„ nur x, y',.... z' 


> > 


enthalten. Es sei ferner e+y +. +z8’=r, 
Saxdy...ds Fa. > = LZ, 
fax dy'...ds +" + +3?<1,n>0,...>0) = M. 


Journal für Mathematik Bd. LXVII, Hett 2. y. 
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Hält man im Integrale 


S /dxdy...dsdx'dy'...dz‘ r+2"+-+32”<1.p,>0, ...p>0.g1>0,...q„>0) 








die Variabeln x, y, ... z fest. so ist 
Jax'dy'...dz Se" <1-r,1>0....,>0) = (1-r)"M, 
N — uf 4 r ym dx dy Br ‚„dz r 2-2 m” Pı pr - V. ... pı 2 0). 
Führt man hier als erste Integrationsvariable r statt x ein und wandelt dann 
7, 9,...ziMrre, ry,... rz um, so kommt 
a a a 
S-HMH 3 Dr Arne VO<r <<, 2f=l,p. Bi, 
. T 
| dy ... ds 
und. wenn man hier nach r integrirt und beachtet, dass f—— I 
ie I 
2r=1,9>0,...)=1L, so findet man 
’ u. IA) IG4m+1) 
3. Ba m . —- LM. 
/ we \ 
Ich habe hier das System der /+m Coordinaten schon von Beginn an 
so gewählt, wie es die senkrechte Stellung der Polynome p,. p:. ... p, zu 


den Polvnomen g,. Q:- -.. g.„ erlaubte. und wie es für die Behandlung des 
Falles am bequemsten war: ich brauche kaum zu bemerken, dass die Allge- 
meinheit des Satzes nicht darunter leidet. 

Denkt man sich. der Sector L verhalte sich wieder so wie S, dass 
nämlich seine linearen Grenzpolynome zwei zu einander senkrechte Gruppen 
bilden. so kann man auch Z auf ähnliche Weise durch ein Product zweier 
Sectoren darstellen. die den zwei Gruppen entsprechen. Wenn also die li- 
nearen Grenzen von S drei Gruppen. eine von k, eine andere von /, eine 
dritte von m Polynomen, bilden. deren jede auf beiden übrigen senkrecht steht. 
und man bezeichnet die diesen drei Gruppen entsprechenden k-, /-, m-sphä- 
rischen Sectoren mit K, Z, M, so folgt 


Pen TAk+1)I4lI-i)TAm—1 KL 
k -1-—m 


r—; wr 








Wie dieses weiter geht, ist klar. Kommen monosphärische Sectoren vor. so 


ist zu beachten. dass jeder solcher /dx 2 <1.2>0)=1 ist. Wenn daher 


unter den /+-m linearen Grenzen eines ‘/+m)-sphärischen Sectors S eine 
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Menge / solcher sich findet, deren jede auf allen /+m—1 übrigen Grenzen 
| 


senkrecht steht. wenn also das System der /-+m Coordinaten orthogonal so 


transformirt werden kann, dass der ursprüngliche Ausdruck des Sectors die Gestalt 


S = [dxdy...dada'dy'...dd‘ (Zr +8c”<1,p>0,.P>0,...p.>0, 
2 > ug > u... >V 
annimmt. wo die linearen und homogenen Polynome p,. ps» ... p, nur w', 
y',... 3 enthalten; und man setz! 


" : Jar’dy....dz (Z2”<1,9>0,p>0,...p. >0); 


5 = bi Bet) u 
r( zz 1) 





Behalten wir das letzte Coordinatensystem. das für diesen Fall am 
besten passt, indem die / zu einander und zu den m übrigen senkrechten 
Grenzpolynome selbst als Coordinaten gebraucht werden, so ist klar, dass eine 
Umwandlung der Grenze £>0 in —z2>0, d.h. in x 0 den Werth des 
Integrals S nicht ändert; denn in der einzigen Grenzbedingung, die noch x 
enthält, der (/+m)-sphärischen, kommt nur x vor. Addiren wir die zwei 
den getrennten Bedingungen, x .>0,. und 2 <Z0, entsprechenden Integrale, 
so bekommen wir dasjenige Integral, das der Bedingung 2 _>0 (oder 2 <_0) 
entbehrt und mit S nur noch die übrigen Grenzen gemein hat; sein Werth 
ist also 28. Lassen wir auch noch die Bedingung y > 0 weg. so haben wir 
48, und so fort. Wenn endlich alle jene / unter sich und zu den m übrigen 


senkrechten Grenzpolynomen getilgt werden. so bekommen wir 2'S. Das heisst: 


Saxay. ..dsda dy...dgd (ZZ. +32"<1,p>0,p>0,...p.>0) 


as! I(ım-+1) 


ms Bee jr ! ! -' .. FR ‚ . 2 
Sr [da dy...ds (2a >. >00), 
r( 2 +1) 








wenn wirklich jedes der m Grenzpolynome p nur x, y', ... 3’ enthält. Wenn 
5) 
‘ ‘ . . » . IT 
z.B. !=2, m=n—2 ist, so ist das »fache Integral links mal so gross 
n 2 


als das (a—2)fache Integral rechts. Hierdurch ist der Ausdruck für S, am 
Ende des vorigen Abschnitts gerechtfertigt. 
Aus dem Satze (3.) folgt auch. dass derjenige Sector, dessen Argu- 


mente alle 47 sind, dessen Sehnenquadrate daher alle den Werth 2 haben, 
25” 
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während /=1 ist, den Inhalt (7'3))": 74a+1), die ganze »-sphäre also 
den Inhalt =’: 7’(4n-+1) hat. was längst bekannt ist. 

Es folgt aus 3.) ferner. dass der Satz 2.) sich nicht auf eigentliche 
Sectoren mit eben so vielen linearen Grenzen als Dimensionen beschränkt, 


sondern für ähnlich gebildete x fache Integrale. die weniger als » lineare 

. ’ . r ) 

Grenzen haben. auch noch gilt: namentlich richtet sich der Factor — nach 
F n 


der Zahl der Dimensionen. nicht nach der Zahl der Grenzen. 


Kehren wir zur anfänglichen Gestalt des Satzes (3.) und ihren Vor- 


aussetzungen zurück. Den Polvnomen p,. pP» - -- Pı> Yı» Ps» --: Qu mögen 
die Ecken 1. 2. ... 4, 1.2”. ... m’ entsprechen. In den Ecken der ersten 
Gruppe verschwinden x, y, ... z; in denen der zweiten Gruppe eben so 
©. Y. ... 2. Daher hat das Quadrat jeder Sehne. welche Ecken beider 


Gruppen mit einander verbindet, den Werth 2. Die Quadrate der Sehnen, 
welche nur Ecken der ersten Gruppe mit einander verbinden, seien «,, 


bei der zweiten Gruppe seien sie ©... ... Ferner sei 


s=mTPp+"+p, t=tRt't gm: 
U= SuuPiP. ser... d, Fa St .GQu (Ahu= 1.2, 3, ... m), 


TyY.:.2\ ı__ (ey... \ 
J = 2 I —- a . 
1 2...m/ 


)- 


\12...1)° 
Dann werden die Functionen, die in Satz (1.) mit y.S, s, U bezeichnet sind. 
hier resp. zuyJf.7J, s—t, 2st-U-). Im entwickelbaren Integralausdruck 


I., für den vorliegenden \/+m)-sphärischen Sector S kommt also die Function 


„ia Htt ; ’ \ 
Ra nun" m 2 \) vor. Man entwickle diese nach Potenzen und Pro- 
dueten von U, V und inteerire den Einzelterm: man wird 
Be i f een we \ 
sy y | _\— a u FL rt 
22,5 f T\ - D+e, 2st ) U’ NV dp,dp....dp,dg,dg....dg, 


.a - 


j mf ti 1 j Be, . 
I'(} fe ar -‚I )dp....dp fe T(- = | ; V)dg.dg....dg, 


iinden mittelst der zwei Hülfssätze 


























" ac II+2b+4 __ 6 
fe "U’dp,dp....dp,; = - TIL fe U"dp,dp....dpı, 
3.2 FUr YA) 1 2 gu ED 
— IL 4 y- = = E* 
Fa4+08(-33 dr 4 





- 








Im Falle des Satzes '3.) kann man also direct beweisen. dass die vielfache 
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hypergeometrische Reihe (1.) in zwei Factoren zerfällt. die wiederum solche 


: i z z I-)iıi ma —1) . k j a 
Reihen sind: jene ist I - fach, diese sind resp. = fach. x 
m(m il) . 
und — u fach. 


Reduction des (2»-+1)-sphärischen Sectors auf (2n — 24)-sphärische Sectoren, 


wo 4=0:1.2,...n. 


Der Coeffiecient von x '"*y° in der Entwickelung von 
Ze, 0 ui. 
cos.rtang - 3 + cosylang > sınc + sıny 
u a ä u 
unbe wenn &=(0. aber Null. wenn e=1. 2. 3. ... ». Mit anderen 





ist ur . 
(On +1)!’ 


Worten. der Ausdruck 


/ a Ia+l—r 2 A a cd \ € } > In+1—E 
——) (cos Ab ( ) tane 4 x) r (—) (cos. ( ) lane ; x) 
Or OL / de Or oz 


nimmt für 2=0 den Werth (—1)” an. wenn e=0, verschwindet aber, wenn 





e=1, 2, 3. ... n. Definirt man die ganzen positiven Zahlen «,. a. 


4, ... durch 
A—x gt 
muge = en 
= ah +1)! 
so folgt, dass der Ausdruck 
2 n FA n 
2 ee 2 € 2) 
S/’__1\ a. | (ı1\24H1 ı 5/__4 \4 ( ,) 1 \24-H1 
Pe 1) \ 2n — 21 )@ re 1a an — 2A) \®- 
den Werth 1 bekommt, wenn &= 0. aber verschwindet, wenn e=1. 2, ...n. 
Es sei nun S ein (2»-+1)-sphärischer Sector mit den linearen Grenz- 


polynomen 9, P2s --- Pau:ı- Da die Grenze Fr <Z1 sich immer von selbst 
versteht. so will ich S kurz durch / Pı» Pas --- Pan;ı) bezeichnen. Man lasse 


nun im ursprünglichen Integralausdruck für S auf alle möglichen Arten je 
2).-++1 lineare Grenzen weg und bezeichne die Summe aller so entstandenen 
nfachen Integrale mit 2°" @=», Gruppe der Integrale, welche nur 2» — 24 
lineare Grenzen haben. Man betrachte dann das Aggregat 
in | 
A = 2 (-1)a, 0". 


Ä=0 


Das in 2@' vorkommende Integral /v.». ... Panxı) 2. B. ist gleich 


, 


Sin; P2» Ps> > Panzı)t fÜPı» Pas Pass»: Panjı)- Ebenso ist das in SG" 
vorkommende Integral 
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Sipeps pr = (pP Ps Par + {Ps Pas Ps Pas. 


< 


-/in. — Par P3s Pı> --- +/-p: — Pr» P3» Pı» -- 
Hf Pi» P:» —P3» Pı» --- +/ pp —P3» Pr» »-»- 


' / Pı» Pr» —P3- Pıs --- +/ — Pi» — Pr, —P5«: Pr» one)» 
Und so geht es fort. Fragen wir uns nun. mit welchem Coefficient der Sector 
/ Pıs —Prs —Psr --- —Pes Perır Per2s ---Panrı) 2. B- (es ist immer mit ver- 
standen. dass man die Grenzpolynome so ordne, dass der mit y./ bezeichnete 
Determinant positiv ausfalle; kein Sector ist negativ gedacht). worin & der 


linearen Grenzen von S das Zeichen gewechselt haben. im Aggregat A vor- 


komme, also zunächst in der Gruppe 2°" 6%, wenn 24+1 Ze ist. Hier 
müssen Pi» Pi ... p. Schon zu den ausgestrichenen Grenzen gehören; es 


ragt sich also nur. wie oft man 24—+1-—e Grenzen von den übrigen p,.,. 
2n—l—e Zn +1— e\ 


+ 


| roch tileen kann. Iffenbar . —- . ). So of 

Psrrr «- Pin noch tilgen kann. Offenbar (5, 4 _,) 2n 2, J, Io oft 

kommt also der erwähnte Sector in der Gruppe 2”*'@'”"" vor; in A hat er 
gr 2n —1— + ne N 

daher 2 1a 5,5; )J\2,"” zum Coefhicient. Aber der Sector 


— 
I (Pır Prs ---Pes —Peris —Per23 --- Pati 
hat genau denselben Werth wie der vorige. Also bekommt dieser gemein- 


ame Werth den Coefhicient 


Hs 


7, { EN \ 
x | “RT aTEN/ YA x i 2. \/ a Ari 
— d r Am ? TE L;\ r cn % “ 

Mm—24 /\? 4) Mil 2m — 24/\2 


das heisst, 1. wenn e=0, aber 0, wenn e=1.2,... n». Folglich ist A=S8 


unuü wır haben den »>aliz 


4. Ss = 2 (1. @”" 
gewonnen. Nach einer Folgerung aus Satz 3.) ist aber jedes der in 


2°" vorkommenden Integrale das 7°" /"n—A-+1):/'n+2)fache des 
2» — 24) -sphärischen Sectors mit den Argumenten, die von den diesem Inte- 
rale noch verbliebenen linearen Grenzen eingeschlossen werden. Der 2n—1 - 
sphärische Sector kann also linear durch lauter In — 24) -sphärische Sectoren 


ausgedrückt werden. wo k=%, 1. 2. n Der Schlussterm rechts in ‘4. 


v 


a ci nal „u 
ı> naturilcü 











Schläfli, die Entwickelbarkeit des Quotienten zweier bestimmter Integrale. 199 


Reguläre Sectoren. 


Wenn alle Sehnenquadrate des »-sphärischen Sectors S denselben 


i FR n —1 i 
Werth « haben, so ist /= (4u) (n -—— - a). Die unendliche Reihe (1. 


- 


für S bleibt daher so lange convergent. als «, von Null aus wachsend. den 


en . : ’ N s 
Werth sag; noch nicht erreicht hat; hier aber wird sie divergent; also schon 
| s 


bei einem Werthe,. der 2 nur um — — übertrifft. 
n—1 





a r 2n 

Sind überhaupt alle Sehnenquadrate absolut kleiner als [> 50 wird 
die Reihe (1.) convergiren, mag der Sector S reell oder imaginär sein. Die 
Frage muss ich einstweilen unbeantwortet lassen: wie verhält sich die Sector 


geheissene Function, wenn ihre Sehnenquadrate frei variiren? was für Un- 


stetigkeiten hat sie? 


Bern, den 4. December 1866. 
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Zur Theorie der complexen Zuahlen. 


(Von Herrn Paul Bachmann zu Breslau.) 
























I. dem Folsenden theile ich die Hauptmomente aus der Theorie der 


Zahlen von der Form 


Z r-+yj)D- z74J—-uyD4 
mit. in welchen x, y, z. # beliebige ganze Zahlen. D und .4 aber ebenfalls 
zwei ganze Zahlen sind. welche der einzieen Beschränkung unterworfen werden. 
dass weder sie selbst. noch auch ihr Produet positive Quadratzahlen sind. 
Diese Zahlen mögen kurz als ganze complexe Zahlen aus yD und y 4 bezeichne! 
werden. Die Norm einer solchen Zahl. d. h. das Product der vier conjugirten 
Zahlen Z,. Z,. Z,. Z,. welche den verschiedenen Vorzeichen von yD und 
‚ ./ entsprechen, kann leicht in die Form 
\Z = 2° —Dy'— J2+D4Iu)—4ADI yz— au) 

soebracht werden. und es kommt nun vor Allem darauf an. die reellen Factoren 
dieser Norm zu untersuchen. Zu diesem Zweck theile ich alle nicht in 2D4 
enthaltenen Primzahlen — von den Factoren von 2DJ wird hier abstrahirt 
in vier verschiedene (lassen: 

Ich bezeichne mit 7 alle reellen Primzahlen. in Bezug auf welche so- 


wohl D als ./ quadratische Nichtreste sind: mit q alle Primzahlen. für welche 
DN IN 


\ I.(\—)=-—J1 ist; mit 4 alle Primzahlen. für welche umgekehrt 
Sg - 
D 4 | E ” hoc | 
— 1. ( — — L ist: endlich mit p alle Primzahlen. in Bezug auf welche 


beide Zahlen D und / quadratische Reste sind. Dann ergeben sich folgende 
Resultate: 
Il. Die nothwendize und hinreichende Bedingung tür das Enthaltensein 


einer Primzahl qg in N\Z) wird durch die beiden Congruenzen c-+ry =. 


s+ra# 0 mod. g) ausgedrückt. worin r eine Wurzel der Congruenz r' = D 
‚mod. q). Dann werde gesagt. Z enthalte den idealen Factor 'q,r\). 


2. Ebenso ist die Bedingung dafür. dass eine Primzahl k in NZ 
enthalten ist. durch die Congruenzen r—-o2 =0,. y+oan—=0O (mod. k) be- 
zeichnet. worin 0 =UO (mod. # ist. Dann soll eesaet werden. Z enthalte 


den idealen Factor 4,0. 
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3. Wenn w eine Wurzel der Congruenz = D4A (mod. r) bezeichnet. 
so drücken die Congruenzen z+uwo =0, Dy+w3 0, wy+ 4320 (mod. r). 
von welchen die letzte eine Folge der vorletzten ist, die Bedingung aus, dass 
rn in N(Z), oder der ideale Factor (7,o®) in Z enthalten ist. 

4. Endlich ist die Congruenz c+ye+zw+ uvw = 0 (mod. p), worin 
e, w Wurzeln der Congruenzen e®’ =D, w’==4 (mod. p) bezeichnen, die 
Bedingung, dass p in N(Z) oder der ideale Factor (p,», w) in Z enthalten ist. 

Von den so definirten idealen Factoren kann nun zunächst nachgewiesen 
werden, dass sie in der Theorie der complexen Zahlen aus YD und y4 die 
Rolle der Primfactoren übernehmen, indem man die beiden folgenden Funda- 
mentalsätze beweist. 

Wenn ein Product zweier complexen Zahlen einen jener Factoren ent- 
hält. so muss mindestens einer der beiden Factoren dieses Produets durch 
denselben idealen Factor theilbar sein; und wenn die complexen Zahlen Z, 
Z' einen jener Factoren resp. genau » und »’'mal enthalten, so wird ihr ent- 
wickeltes Product denselben idealen Factor genau (»+n') mal enthalten. 

Hieraus ergeben sich sodann alle die gewöhnlichen Folgerungen, z. B.. 
dass eine complexe Zahl, deren Norm zu 2D4 prim ist, durch ihre idealen 
Primfactoren vollständig, bis auf eine complexe Einheit, welche als Factor 
hinzutreten kann, bestimmt ist. Wenn man nun aus beliebigen idealen Prim- 
factoren Producte zusammensetzt, so werden diese im Allgemeinen selbst ideale 
Zahlen sein; zu jeder idealen Zahl lässt sich aber eine andere, ein Multipli- 
cator finden, so beschaffen, dass ihr Product eine wirkliche complexe Zahl aus 
yD und y4 ist. Dies giebt bekanntlich zu einer Classification aller idealen 
Zahlen Anlass, indem man alle Zahlen mit gleichen Multiplicatoren in eine 
Classe wirft. Es ist leicht zu zeigen, dass auch in unserer Theorie die An- 
zahl solcher Classen eine endliche ist, und ich habe diese Anzahl nach den 
Dirichletschen Prineipien bestimmt. 

Ehe ich die erhaltenen Resultate hier mittheile, muss ich über die 
Einheiten unserer Theorie einige Bemerkungen einschalten: 

1. Die einfachen Einheiten reduciren sich hier im Allgemeinen auf 
die beiden Einheiten +1, wozu nur in besonderen Fällen noch die beiden an- 
deren +y—1 hinzukommen; man kann nämlich sagen: alle einfachen Einheiten 
sind in dem Ausdrucke +(y—1)“ enthalten, worin « die beiden Werthe 0, 1 
hat, sobald sich unter den Zahlen D, 4 die negative Einheit befindet, sonst 
aber gleich Null zu setzen ist. 

Journal für Mathematik Bd. LXVII. Heft. 2. 26 
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2. Setzt man d=yD-+-YyJ, so ist d Wurzel der irreductibeln Gleichung 
®-2(D+N)®+(D-A) = 0 


welche lauter reelle Wurzeln hat, wenn D und 7 positiv sind, aber zwei 
Paare conjugirt imaginärer, in den sonst möglichen Fällen. Die Anzahl der 
unabhängigen Einheiten in der Theorie der complexen ganzen Zahlen aus d 
wird also. je nach diesen beiden Fällen, gleich 3 oder gleich 1 sein. Nun 
seht aber jede ganze complexe Zahl aus YD und y4, wie leicht zu zeigen, 
durch Multiplication mit 2(D— 4) in eine ganze complexe Zahl aus d über, 
und jede complexe Einheit aus YD und y./, wenn sie zu einer passenden 
positiven Potenz erhoben wird, in eine complexe Einheit aus d. Daraus folgt, 
dass die Anzahl der unabhängigen Einheiten aus YD und y.S der Anzahl der 
unabhängigen Einheiten aus d' gleich sein muss, sie wird also ebenfalls, je 
nach den unterschiedenen Fällen, gleich 3 oder gleich 1 sein. 


‘ 


3.  Bezeichnet man mit 
P=T+UyD4, P=T'+U', D, P"=T"+U"/4 


die Fundamentaleinheiten für die complexen Zahlen aus YD4A, YD, y4 resp.. 
mit E,. E,, E;, 
und bemerkt, dass die Producte E,.E;, E,.E,, E,.E, resp. complexe Einheiten 


E, aber beliebige vier conjugirte Einheiten unserer Theorie. 





aus ’D, yd, ‚D4 sind. so kann man 
Eu = +, Bi = Pf", er 

selzen, worin m, m’, m" ganze Zahlen bedeuten, folglich ihr Product E} gleich 
P".P".P'”". Daraus folgt, dass das Quadrat jeder complexen Einheit, durch 
ein Product aus ganzen Potenzen von P, P', P" dargestellt werden kann. 

Sind nun D und 4 negativ, so ist P=P"=1; wenn also E die 
Fundamentaleinheit für diesen Fall bezeichnet, so muss loegE = 2”",logP sein, 
während % eine der Zahlen 0, 1 bedeutet. Wenn ferner E’, E’” die Funda- 
mentaleinheiten bezeichnen, entsprechend den beiden Fällen D>0, 4< 0 
und I<0, 4>>0, so ergiebt sich ebenso log E'=2"".logP', logE"=2".logP". 
Es ist in jedem Falle leicht anzugeben, welcher der beiden Werthe 0, 1 dem 
k zukommt; z. B. wird man für den ersten der unterschiedenen Fälle =: 
zu seizen haben, wenn eine der beiden Gleichungen 2’— D4Iuw = —1 oder 
(Dy’— 43°)’ = 1 Lösungen gestaltet; im entgegengesetzten Falle k= 1. 

Sind endlich beide Grössen D, 4 positiv, so spielen die drei Ein- 
heiten P, P', P” die Rolle von unabhängigen Einheiten; bezeichnet man die 
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Fundamentaleinheiten mit E, E’', E”, so ergiebt sich mit Hülfe der obigen 
Bemerkung die Gleichung 
Z’+logE,.logE;.logE, — 2%. E+logP,.logP;.logP;. 


worin A einen bestimmten der vier Werthe 0, 1, 2, 3 bedeutet. 


Was nun die Anzahl der nicht äquivalenten Classen betrifft, so wird 


. ® Y — 1 
dieselbe gefunden, indem man den Grenzwerth der Summe S = 0.2 Fi: 
( a) 0 


auf alle verschiedenen complexen Zahlen bezogen, deren Normen positiv und 
zu 2D4 relativ prim sind, für o=0O nach zwei verschiedenen Methoden be- 
stimmt. Ordnet man zuerst die sämmtlichen Z nach Classen, und nennt deren 
Anzahl H, so findet man in dem Falle, wo D, 4 negativ sind: 


ims — + VER TRE 





wo v=?% oder =1 zu setzen ist, jenachdem eine der Grössen D, 4 gleich 
—1 ist oder nicht. Die Function w(2D4) bedeutet die Anzahl derjenigen 
Systeme x, y, 3, u unterhalb 2DA, für welche der Ausdruck &— Dy’— 43 +D4Au 
relative Primzahl gegen 2D4 wird. Wäre D>0, 4<0 oder umgekehrt. 
so würden einfach logP’ und logP” an die Stelle von logP treten. Wenn 
dagegen D, 4 beide positiv sind, so erhält man 
y(2D4).2+logP,.logP,..logP‘; 
2440, D°, 4° 





ims = + H 


oder, indem man die Determinante redueirt: 


w(2D4).logP.log P'.log P" 


2744, D°, 4° or 


imS = + 





Wenn man aber zweitens dieselbe Summe so ordnet. dass man stets 
diejenigen Zahlen Z zusammennimmt, welche eine gleiche Norm haben, so 
erhält man für lim S folgende andere Ausdrücke: 

Für negative D und 4: 


ins = er alogP.h(D).h4. DA IT (74) (2) 





Hierin bedeuten h(D), h(4), h(D4A) die Anzahl der nicht äquivalenten Classen 
für die complexen Zahlen aus yD, y4, yD4A resp., und das Product in Bezug 
auf Ak erstreckt sich über alle nicht in D enthaltenen ungeraden Primfactoren 
des 4, das Product in Bezug auf g über alle nicht in 4 enthaltenen ungeraden 
Primfactoren des D. In den Fällen D>0, 4< O0 und D<O, 4>>0 treten 
wieder nur log P', logP" resp. an die Stelle von logP. Sind dagegen D und 
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4 positiv, so findet man 


im s = 2ER 10gP.logP'.logP".k(D).h(4).h DA). (2)-). n(1-(2%). 

















Um aus diesen Doppelwerthen von lim S das Schlussresultat, den Aus- 
druck für H, zu entwickeln, muss man noch den Werth der Function w(2D4) 
bestimmen. Beschränken wir uns auf den Fall, in welchem D und 4 aus 
lauter verschiedenen ungeraden Primfactoren bestehen und keinen derselben 
semeinschaftlich haben, so findet man: 


v(2DA) = 8D.2.9(2D4).I(1-(2)-).n(1- )-): 
Daraus schliesst man dann endlich folgende beide Gleichungen: 
Wenn D und 4 beide positiv sind: 

H —= 2 .h(D).h(4).h(D4), 

sonst: 
H = 2'",h(D).h(I).h(DA). 

2. B. ergiebt sich aus der zweiten dieser beiden Formeln, indem man = —1 setzt. 

H = 2"'.h(D).k(—D), 
worin man k=2 oder =1 zu setzen hat, jenachdem die Gleichung &’—Dy’— —1 


Lösungen gestattet oder nicht — dieselbe Gleichung, welche in diesem Journal 
Band 24, pag. 370 Dirichlet bereits gegeben hat. 
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Ueber die Funetionen Y und Z, welche der Gleichung 
Ar) B 


z—1 





gl x n : . 
Y'rpZ Genüge leisten, wo p eine 
Primzahl der Form 4% #1 ist. 


(Von Herrn von Staudt in Erlangen.) 


Die Untersuchungen, welche Legendre bereits im Jahre 1830 über 
obige Gleichung angestellt hat, sind dem Verfasser dieser Abhandlung erst 
vor Kurzem bekannt geworden, haben ihn jedoch von deren Veröffentlichung 
nicht abhalten können. da in derselben immer noch einiges Neue enthalten 
ist. Dahin gehören namentlich der Nachweis des Zusammenhangs, welchen 
die Coefficienten der Functionen Y, Z mit den durch f,, 9,„. %, bezeichneten 
Zahlen haben. dann die Aufstellung allgemeiner Formeln für jene Coelfficienten 
und endlich der aus diesen Formeln abgeleitete einfache Beweis des Satzes. 
welcher in der Theorie der quadratischen Reste als Fundamentalsatz be- 
trachtet wird. 

1. Wenn a eine durch p nicht theilbare Zahl ist, so soll unter 


da . . . . ... . 1. ’ 
=): wie gewöhnlich, die positive oder negative Einheit verstanden werden, 


je nachdem «a quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest der Primzahl p 
ist. Ist nun 2 b eine durch p nicht theilbare Zahl. so ist bekanntlich 


=) 


2. Zwischen O0 und p liegen g= %(p—1) quadratische Reste 


a, b) Os O3. . . . q, 


und eben so viele quadratische Nichtreste 
er . 
der Zahl p. Ist nun A eine durch p nicht theilbare Zahl und zwar quadra- 
tischer Rest, so kann man überall, wo jede von zwei congruenten Zahlen 
die Stelle der andern vertreten kann, statt des Systems h(«) von Zahlen, 
welches nämlich aus den Producten ha,, ha,, ha;, ... ha, besteht, das System 
(«) und eben so statt des Systems h(?) das System (P) setzen, während, 
wenn h quadratischer Nichtrest ist, (?) für h(«) und («) für h(P) gesetzt 
werden kann. So wie hier, so hat man auch in der Folge, wenn nicht aus- 
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drücklich ein anderer Modulus genannt wird, die Primzahl p als Modulus zu 
betrachten. 

3. Wenn p>3 ist und also wenigstens ein quadratischer Rest A 
zwischen 1 und p liegt, so ist sowohl die Summe der Zahlen («) als auch 
die Summe der Zahlen (/) der Null congruent. Wird nämlich irgend eine 
dieser Summen durch s bezeichnet, so ist hs = s, woraus der Satz folgt. 

4. Bezeichnet man das Product aus den Zahlen («) durch P,, das 
Product aus den Zahlen (/?) aber durch P,, so ist 


Zu jedem zwischen 1 und p—1 liegenden Factor x sowohl des einen als 
auch des anderen Products giebt es einen zwischen denselben Grenzen lie- 
genden Factor y desselben Products, so dass zy=1 ist. Setzt man für je 
zwei solche Factoren die Einheit, so folgt, dass entweder ,=1=-—P, 
oder P,-- 1==—P; ist, je nachdem nämlich die Zahl p—1 unter den Zahlen 
(@) oder unter den Zahlen (/) sich befindet. Aus dem Satze geht noch hervor, 
das (p-1)!=-1 ist. 
5. Ist 4 irgend eine durch p nicht theilbare Zahl, so ist 


"= (&) 


Das Product A. P, aus den Zahlen k(«) ist nämlich dem Producte P, oder 
dem Producte P, congruent, je nachdem % quadralischer Rest oder quadra- 
tischer Nichtrest ist. Im erstern dieser Fälle ist also A = 1, im letztern aber, 
da A,=-P, st, W=-—1. 

Namenilich ist (—)- (—1)* und mithin —1 quadratischer Rest oder 
quadratischer Nichtrest der Zahl p, je nachdem g eine pare oder eine un- 


pare Zahl ist, oder je nachdem p die Form 4%-+1 oder 4%—1 hat. 

x LAD... (g—-m-+1) 
1.2.3...m . 

so giebt es q„.q, Summen, deren jede aus m Zahlen des Systems («) und 


n Zahlen des Systems (P) besteht. Bezeichnet man ferner die Anzahl der- 
jenigen dieser Summen, welche der Zahl « congruent sind, durch (m, z, a). 
so ist 


6. Versteht man unter q,„ den Ausdruc 





(m, n,0)+(m, n, 1)+ (m, n,2)+ete....+(m,n,p—1) = 9.-4.- 
Es wird hier vorausgesetzt, dass keine der beiden Zahlen m, » negativ und 
höchstens eine derselben Null sei, in welchem Falle 1 für q, zu setzen ist. 
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Von den g,„ Summen, deren jede aus m Zahlen des Systems (@) besteht. sind 
(m, 0, a), von den g, Summen aber, deren jede aus » Zahlen des Systems 
(3) besteht, (O,»,a) der Zahl a congruent. Ist irgend eine der Zahlen m, 
n grösser als q, so ist, was auch a für eine Zahl sein mag, (m, n, a) — (0) und 
eben so gq.:.4,=®. 

“. Schreibt man statt (m,n,a), im Falle a==0 ist. nur f(m,n), so 
hat man die Gleichung: 

f{m,n) = f(n, m). 

Nach der eingeführten Bezeichnung giebt es nämlich fim,») der Null con- 
gruente Summen, deren jede aus m Zahlen des Systems («) und » Zahlen 
des Systems (/7) besteht. Multiplieirt man nun alle diese Summen mit einem 
und demselben quadratischen Nichtreste A und selzt dann statt der Summanden 
ha,. ha,, ha;. ... die ihnen congruenten Zahlen des Systems (?) und statt 
der Summanden AhP,, hPr, hs» ... die ihnen congruenten Zahlen des Systems 
(0). so hat man f(m,n) der Null congruente Summen, deren jede aus n 
Zahlen des Systems (@) und m Zahlen des Systems (/) besteht, woraus der 
Satz folgt. 

8. Wenn a, b zwei durch p nicht theilbare Zahlen sind, so ist ent- 
weder (m,n,a) = (m,n,b) oder (m,n,a) = (n,m,b), je nachdem nämlich 


a b a P\,; 
)=-G) oder (Z)= A ist. 

Es sei b=ha. Da es nun (m,n,a) der Zahl «a congruente Summen 
giebt, deren jede aus m Zahlen des Systems («) und » Zahlen des Systems 
(?) besteht, so giebt es auch (m, rn, a) der Zahl b congruente Summen, deren 
iede aus m Zahlen des Systems h(«) und » Zahlen des Systems h(/) besteht. 
Setzt man für jeden Summanden seinen kleinsten positiven Rest, so erhält man 
(m,n, a) der Zahl b congruente Summen, deren jede, wenn Ah quadratischer 
Rest ist, aus m Zahlen des Systems (@) und » Zahlen des Systems (/), im 
entgegengeseizten Falle aber aus » Zahlen des Systems («) und m Zahlen des 
Systems (P) besteht, woraus der Satz folgt. 

9. Schreibt man y(m,n) statt (m,n,1). so ist nach dem Vorigen. 
wenn a eine durch p nicht theilbare Zahl bezeichnet, (m, n, a)= y(m,n) oder 
=g(n, m), je nachdem a quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest der 
Zahl p ist. Die in 6. aufgestellte Gleichung aber geht nun in folgende über: 

fm, n)+gY(m,n)+gyYp(n,m) = gm-4n: 
Für p=7 wird f(1,2)=0, p(1,2)=1, (2,1) =2. 


27* 
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10. Setzt man im Vorigen n=m, so ergiebt sich die Gleichung: 


f(m, m)+2gy(m,m) = gu:Qm: 
Namentlich ist also 
fA,1)+2gp(1,1) = gq. 

11. Ist x eine Zahl des Systems («), so ist p—x eine Zahl des 
Systems («) oder des Systems (/), je nachdem g eine pare oder eine unpare 
Zahl ist. Im erstern dieser Fälle ist f(2,0)=4g, f(i1.1)=0, folglich 
vA.1)=4g=4(p-—1) und mithin 1—4f(1,1)+4g (1.1) =p, während im letz- 
tern Falle f(2,0)=0, f(1,1)=g, folglich (1,1) =4(g—1)=4(p—3) und 
mithin 1—4f(1,.1)+4yp(1,1)= —p ist. 

12. Schreibt man f,„ statt f{m, 0). g,„ statt g(m,O) und w, statt 
r(O. m). so folgt aus 9.. wenn man daselbst n=0 setzt 


[mt IPnt Um = Im: 
Unter den q, Summen, deren jede aus m Zahlen des Systems («) besteht. 
sind /„ der Null, y,„ der Einheit und w,= (0. m, 1) = (m,0,h) einem und 
demselben quadratischen Nichtreste A congrueni. Ist p=13, so ist & = 9. 
ale, 
13. Setzt man 
[a — In — Ym = (-1)" On, 
jr Pmt Um u. (—1)"D,, 
so wird 
C„+D. = 2-1)" (a Pn)s 


Y 


woraus man schliessen kann, dass C,, D, entweder zwei pare oder zwei un- 
pare Zahlen sind. Verbindet man die obigen Gleichungen mit der in der 
vorigen Nummer enthaltenen. so findet man 


Pfn = mtgl—1)"Cn, 

POntPYn = 2m (—1)"Cn, 
2P pn = 29n— (—1)"C„—-p(-1)"D,, 
2pv„ = 2qn— (—1)" C,+p(-1)"D,. 

Aus diesen Gleichungen geht hervor, dass (—1)"C, = 2q, ist. 

14. Da fı=0, 9, =1, yw=0,so it ,=D,=1. Istp=3 und 
also g=1, so istauch f,=0, 9,=1, w,=0 und C,=D,=1. Wenn aber 
p>3 und also die Summe der Zahlen («) der Null congruent ist, so ist 
—=1, 9,=y,=0, mithin 0, =? (—1)? und D,=d. 


4 
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15. Wenn m zwischen O und g liegt und n = q—m ist, so ist f„=f, 
und überdies 
entweder y,=y, und w,= w, 
oder Yn=y, und v„=Yg,, 
je nachdem nämlich g eine pare oder unpare Zahl ist. Wenn nämlich eine Summe, 
welche aus m Zahlen des Systems («) besteht, der Zahl « congruent ist. so 
ist die Summe der » übrigen Zahlen desselben Systems == —a, woraus man 
schliessen kann, dass (m, 0, a) = (r,0. —a) und eben so (O, m, a) = (O,n, —«a) 
ist. Setzt man a=0, so folgt, dass f„=f, ist. Selzi man a=1, so erhält 
man die Gleichungen: 
pn = (n,0, —1), v„=(0,n,—1). 
Nun ist nach 9.,. wenn —1 quadratischer Rest der Zahl p ist, (2,0,—1)= (n,0,1 
—=g, und (0,2, —1) = (0,r,1) = w,, im entgegengesetzten Falle aber (»,0,—1) 
=(0,»,1)= vw, und (0,n,--1)= (n,0,1)=y,, woraus der Satz sich ergiebt. 
Aus dem obigen Satze und aus 19. folgt noch, dass (—1)"C,„=(—1)"C, 
und (—1)"D, = (—1)"'?.D, ist. Multiplieirt man auf beiden Seiten mit (—1)" 
so ergeben sich die Gleichungen: 
„=(-1)C,, D„=D.. 


16. Bezeichnet » eine imaginäre Wurzel der Gleichung 2’ —1=VU. 
so ist 
I+wo+w+-w’+ele... or! = (. 
Sind ferner m, » irgend zwei Zahlen, so ist, wenn m =» ist, "= w". Ist 
aber m—n durch p nicht theilbar, so sind ©”, w" zwei verschiedene Wurzeln 
der Gleichung z’—1=0 und daher die Glieder der obigen Summe die p 


Wurzeln derselben. Setzt man also 


(2 w)(2—wr)... (a —w%) = U, 
(zw) w)...(e-ws) = V, 
so ist 
ar — 1 r 
—— = UF. 
2 — 1 
17. Bezeichnet man die Summe der Potenzen &“, &“, ... @“s durch 


A,, die Summe der Producte aus je zweien derselben durch A,, die Summe 
der Producte aus je dreien durch A, u. s. w. und eben so die Summe der 
Potenzen w', w®, ... ws durch B,, die Summe der Producte aus je zweien 
derselben durch B,, die Summe der Producte aus je dreien durch B; u. s. w.. 
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U= "-A cn + A200 "—etc....+A,, 
V= «—-BaeT'+B,2”—ete....+B,. 

18. Wenn man die Summe A, mit der Summe B, multiplieirt, so 
erhält man eine Summe von q,„.q, Potenzen und zwar jede Potenz von &, deren 
Exponent von m Zahlen des Systems («) und » Zahlen des Systems (?) die 


Summe ist. Fasst man nun solche Potenzen, welche, weil ihre Exponenten 


congruent, einander gleich sind, zusammen, so folgt: 

A„.B, = f(m, n)+(m, n, 1)o+(m, n,2)w"-+ete....+(m, n, p-1)w?". 
Da aber, wenn « eine Zahl des Systems («) und 5 eine Zahl des Systems 
(?) bezeichnet, (m,n,a)=g(m,n) und (m,n,P)=y(n,m) ist, so geht die 


/ 


obige Gleichung in nachstehende über: 
A„B,. = f(m, n)+g (m, n) A,+Yy(n,m)B,. 

19. Nach 16. it A +B,=—1. Setzt man also —A,+B,=o, so 
wird 24,=—1-—-o, 2B, = —1+o und mithin 0 =1—4A,B,. Nun ist nach 
dem vorigen Satze, wenn daselbst m=n=1 gesetzt wird, A,B,=f\1,1)—gp(1,1). 
woraus hervorgeht, dass 0 = 1—4f(1,.1) +4 (1,1) = +p ist. wo das obere 
oder untere Zeichen gilt, je nachdem (11.) die Primzahl p die Form 44-1 
oder 4% —1 hat. 

20. Setzt man in der vorletzten Nummer »=0 und also 1 statt B,. 
so erhält man die Gleichung: 

An = fat pm AıtWVnBı: 
Multiplicirt man auf beiden Seiten mit 2 und setzt alsdann —1—o statt 2A, 
und —1+o statt 2B,, so folgt 
2A, = Ya — Im —WYnt (Un— Pm) 
Wenn man endlich auch noch mit (—1)” multiplieirt, so erhält man 
2(—1)”" A. = C„+D,o. 
Eben so findet man, wenn man in 18. zuerst m mit n» vertauscht und dann 


n=0 setzt: 
2B,, u [mt YnAıt+ YmBı; 


2(—1)”"B. = C,-D,.0. 
21. Setzt man 
22° +0, a" +0, 2" +ete.... +0, = Y, 
D,2°"+D,2°"+etec....+D, = 
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so wird nach 17. und 20. 





2U = Y+oZ, 
2V = Y-oZ, 
mithin 
4(ar —1 A 
z—1 u ; +pZ, 


wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem p» die Form 4k-+1 oder 
4k—1 hat. Setzt man p=3, so folgt 


4(2°’—1) 
z—1 


— (22z+1)’+3. 





Ist aber p > 3, so ist nach 14. und 15. 
,=2(—1), D,=0 
und, wenn m zwischen O und g liegt, 
Com) = (—1).C,, Dom) =D,. 

22. Da es sehr mühsam ist, für grosse Werthe von m und p die 
Werthe von f,„, %„ und , zu finden, um dann aus ihnen die Werthe von 
C„ und D, zu berechnen, so ist ein Verfahren wünschenswerth, durch welches 
die letztern unmittelbar gefunden werden. Auf ein solches Verfahren führt 
aber nachstehender Satz: 

Bezeichnet man die Summe der q Unbestimmten w,, @, W;, ... @, 
durch A,, die Summe der Producte aus je zweien derselben durch A,, die 
Summe der Producte aus je dreien durch A, u. s. w. und die Summe der 





Potenzen wi, @, @}, ... w, durch $,, so ist 
-8). (-8) (—-S,) 
A en Se ar Br 
a+r2b+s3c+etc. = m, 

woraus zugleich hervorgeht, dass A, durch die Summen $,, 8,, 83, ... S,, 
bestimmt ist. 

23.  Selzt man im Vorigen statt der Unbestimmten w,, ®,, ... w, die 
Potenzen w“, w“, ... w“s der Imaginären w, so wird S,, im Falle A durch 


p theilbar ist, =g, im entgegengesetzten Falle aber = A, = 4(—1—e) oder 
=B,=#(—1-+.0), je nachdem (-) —1 oder =—1 ist. Da nun A, für 
alle Werthe von m, welche >g sind, Null wird, also für solche Werthe 


nicht erst zu berechnen ist, so kann man annehmen, das m <{p sei. In 
diesem Falle ist aber, wenn $, in A, vorkommt, auch k<p und mithin 
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—S, = 3(1+04,). wo der Einfachheit wegen 4, für >) geschrieben ist. 


Die in der vorigen Nummer aufgestellte Gleichung geht hiernach, wenn auf 



























beiden Seiten noch mit 2(—1)” multiplieirt wird. in nachstehende über: 
+D „Are (A+o) _(A+e4) 


4 me . © - ... 
nn I m v a! ! Yu b ! 4» C ! 6° 


a+2b-+93c-+etc. = m. 


(' 





Der Ausdruck rechter Hand kann. wenn man ihn zuerst nach Potenzen von 
o entwickelt und alsdann, weil 0 = (—1)’p ist, (—1)".p" statt 0” und 


"setzt, in die Form P+0o gebracht werden, wo P, 0 


(—1)"!.p"”o stalt 0° 
von 9 frei sind. Weil aber 0 entweder irrational oder imaeinär ist. so hat 
man die beiden Gleichungen: 


C, — D, Ps 0. 
24. Setzi man im Vorigen m —=1 und dann auch m = 2, so erhält 
man die Gleichungen 
C+Do= 1-+o 


»+D,o = 4(1+0)’+1(1-+04,). 


i =‘ - 


De 


Aus der erstern folgt. dass &, =D, =1 ist; aus der letziern folgt: 
G=4(3+0), D,=1(1+3.). 

Ist nun py=4k+1, so isto’=1+4%k, G,—=1+%k. Da endlich C,, D, nach 13. 
entweder zwei unpare oder zwei pare Zahlen sind, so ist ,=1 und D, =1 
oder , = —1 und D,=0, je nachdem % eine pare oder unpare Zahl 
Die Zahl 2 ist also quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest der Prim- 
zahl p, je nachdem diese die Form S»+1 oder die Form 8» +3 hat. 

25. Ist m=*2n+1 eine unpare Primzahl, so kann, wie man sich 


leicht überzeugt, C, in die Form +G, D, aber in die Form 


mian-ı m 
(—1).pr Bi 
mtamıı 
den Factor m nicht enthalten. Da nun C,, D, ganze Zahlen sind. so muss 


sowohl 1+(m—1)!2""', als auch (—1)".p"+(m—1)!2”"".4,, mithin auch. 


—H gebracht werden, wo @, H Brüche sind, deren Nenner 





. . m r u . 
wenn man die erstere Summe mil (2)= ), multiplieirt und sie alsdann von 


der letztern abzieht, ee) durch m theilbar sein. Da endlich, wie 


aus 5. hervorgeht, wenn man daselbst m slatt p und p statt h setzt, auch 


pr ) durch m theilbar ist, so ist auch (—1)". 2)- =) durch m theilbar. 
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’ m » ec x 
woraus man schliessen kann, dass F)=-1.), mithin, wenn man auf 


e zu Fu )"? 
beiden Seiten noch mit (Z -) multiplicirt, = -\(2)= = (—1)"? ist. 
26. Setzt man in der in 23. Ban Gleichung m = 3, so folgt. 


wenn p > 
d+e" , Arod+e4) , 1404, 











pi 4 =— — Fr _— [I 
+ PsP a 4 ee 
woraus sich die beiden Gleichungen ERBEN: 
= I+3p , 1tpA, ER, tp(l-+24,) 
73 2 \ 4 ] 3 & z 
n.-_ Ep ,irh ‚% _9+6,+84,tp 
. 0 24 


wo die oberen oder unteren Zeichen gelten, je nachdem p die Form 45-1 
. 9+3(-+8 
oder die Form 4%k—1 hat. Ist also p=8»+1, so ist O, = > — 1+3n. 
ai ’ ’ 5-+3-18n 2 
Ist aber p=8nF3, so ist G, = us = 11T. 





27. Wird m als gegeben betrachtet, so sind C,, D, ganze Functionen 
von p und zwar isi, wenn m eine pare Zahl ist, die erstere vom Grade 4m. 
die leiztere aber vom Grade Am—1. während, wenn m eine unpare Zahl ist. 
beide vom Grade 4(m—1) sind. Weil aber die Coefficienten von C,, selbst 


wieder von den Einheiten Fi 4 - Ze), I): . (@) abhängen. so ist 


C, nur für alle diejenigen w erihe von p eine und dieselbe Function von p, 
welche, wenn man das Produet aus allen Primzahlen, die kleiner als m sind. 
durch P,, bezeichnet. nach dem Modulus AP, congruent sind. Eben so ist. 
wenn man das Product aus allen Primzahlen. deren keine grösser als m ist. 
durch Q, bezeichnet. D, für alle Werthe von p, welche nach dem Modulus 


m ın 


40), eongruent sind, eine und dieselbe Function von p. Wenn nämlich die 


m 





Differenz zweier Primzahlen p,. p; sowohl durch 8 als auch durch jeden 
Primfactor der Zahl A rg ist, so ist, wie man sich leicht überzeugt. 


(> h ) -(- =) Dass F -)= (— ist, geht schon daraus hervor, weil p,—p: 





uch 4 Iheilbar ist, mithin die Zahlen Pı, p; entweder beide die Form 44-1 


oder beide die Ak—1 haben. 
Ist m = 3, so ist 40, = 24, daher man bei der Bestimmung von D, zu 


unterscheiden hat, welcher von 8 zwischen —12 und +12 liegenden Zahlen 
+1. +5, #7, F11 die Primzahl p nach dem Modulus 24 congruent ist. Ist 
Journal für Mathematik Bd. LXVII. Heft 3. 28 
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p=24n—7, so ist —) =1, () =1, (>) = 1, folglich D, = tr 


28. Wenn die Summe zweier Primzahlen p,. p: sowohl durch 8 als 


. [ » [3 [3 [3 . “ h 
auch durch jeden Primfactor der positiven Zahl Ah theilbar ist, so ist (>) = 
l 


(>); während e; -) — -) ist. 


Hat RG pı die Form 8n +1, so hat p, die Form 821. Hat aber 





p, die Form 8» +3, so hat p die Form 8%2+3, daher in jedem Falle 


( -)= (7) ist. Ist % eine unpare Primzahl, so ist (3) = (2) oder (2) 


AN 


-(#), je nachdem A die Form 44+1 oder 4%#—1 hat. Da nun im er- 


ö 1 
stern Falle auch (#:) )= 2)(- -); im letztern Falle aber, weil die eine 


von den Zahlen p,, p; die Form 4k+1 und die andere die Form 4%—1 hat. 


> 3)G vn »)C-) ist, so ist in jedem Falle =). Da hier- 


nach der Satz gilt, wenn A eine Primzahl ist, durch welche p,-+p, getheilt 
werden kann, so gilt er auch nach 1., wenn Ah ein Product aus solchen Prim- 
zahlen ist. 

29. Bei der Bestimmung von C,, hat man zu unterscheiden, welcher 
von den zwischen —2P, und +2P,, liegenden Zahlen, deren keine mit P, 
einen gemeinschaftlichen Theiler hat, die Primzahl p nach dem Modulus AP, 
congruent ist. Wenn nun r eine jener Zahlen ist und für p= 4nP,„+r 

C„=F(p)=F(r+4nP,) = P(n) 
ist, so ist für p = 4»P „—ı 
C„=F(-p) =F(r-4nP,) = P(—n). 
Nach dem vorigen Satze hat nämlich. was auch A für eine zwischen 


| ww 
0 und m liegende Zahl sein mag, (> in beiden Fällen einen und denselben 


Werth. Bemerkt man nun noch, dass in dem einen von den beiden Fällen 
p die Form 4%+1 hat und also eg =p ist. während im andern p die Form 
4k—1 hat und also 0’ = —p ist, so folgt der Satz. Eben so lässt sich nach- 
stehender Satz beweisen: 

Wenn r eine zwischen —2Q, und +%Q, liegende Zahl ist, welche 
mit Q, keinen gemeinschaftlichen Theiler hat und für y=4nQ,+r 
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hu =Fip) = Pin) 
ist, so ist für p = 4nQ,— 

u =F(-pP)=B(—n). 
Dass r zwischen den angegebenen Grenzen liege. ist für die obigen Sätze 
keine nothwendige Bedingung, sondern wurde nur deshalb angenommen. weil 
die Betrachtung dieser Fälle schon hinreichend ist. 

0. Da Q,=0,=P,=P,=6 ist, so hat man bei den Bestimmungen 
von D;. D,. C,. C, nur zu unterscheiden, welche von den 8 Formen 24r+1. 
24n+5, 24n+FT. 24nF11 die Primzahl p hat. Die Fälle. in welchen die 
obern Zeichen gelten, und also p die Form 44-1 hat, finden sich in nach- 
stehender Tafel. Setzt man in dieser statt 2dn-+r, es mag r positiv oder 
negativ sein, 24na—r und zugleich in den unter D,,. D,. C,. C, stehenden 
Functionen —n statt », so erhält man die den vier übrigen Fällen ent- 


sprechende Tafel. 





p | D 3 | D Br. | C, C, 
| | e® | | 
24n+1 |a+1| 2r+1!132°’+11a+1 1,5 +25 +1 
24n-5 |n —n In — Rn — + 3n+1 
24n—T In 2n In’ -+n | 15nu’— im 
24n—11l|n — n+1/3n"+2n—1 |— + 1Pn—2 











31. Da 0,=0,=P,=P,=30 ist, zwischen —60 und +60 aber 
32 Zahlen liegen, deren keine mit 30 einen gemeinschaftlichen Theiler hat, 
so hat man bei den Bestimmungen von D,, D,, C;, €, 32 Fälle zu unter- 
scheiden. Nachstehende Tafel beschränkt sich auf die Functionen D,. D,. 
C, und enthält nur vier Fälle. Wie sich aber die Tafel für die erwähnten 
Functionen leicht vervollständigen lasse, ist weiter unten angegeben. 














p D, E. ” C, 
120r +1 ERFE. +- I n+1 IE HN 75m’ + dd JE n-+1 
120n —7 1 n’ + — .n u. n"+4n 7Dn’ , zäh 
1200-11 Om+ In 150440 [750° 45.290 In 
120 +29 Sn +4n — 15" —n-+1 |75n’+5.4n’+11n+3 


25 * 
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Ist nun für p = 120» -+r 
D,=®(n,. D,=-®(n, G=®P:;(n). 
so ist (29.) für p = 120%» —r 
D,=P(—-n, D=-P(—n, G=B(—n). 


r r \ 
- )-(—) — 20 gesetz! 
9) oO 


= ‚D= biln+ 3) + - 0= D.(n+ Fi . (2404 3): 


. > ? ? . . 
Wenn ferner ar” —e eine ganze Zahl ist und ( 


wird. so ist für p = 120n-+r, 


L F3 | 
D, = Pin + =) + 


wo das obere oder unlere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem r, oder —r, 








die Form 4%-+-1 hat. Man überzeugt sich von der Richtigkeit dieser Glei- 
chungen, wenn man D;,. D;, C, zuerst als Functionen von p darstellt und 


dann bemerkt, dass (—), —): (2 


p = 120R +r oder = 120»-++-r, gesetzt werden. 
Sucht man die Funclionen D,. D,;, (©, für p = 120» +31, so hat man 
r, 31, für r aber diejenige von den Zahlen +1, #7, 11, +29, welche 
nach dem Modulus 24 der Zahl 31 congruent ist, nämlich die Zahl 7 zu 
setzen. Da alsdann e=1 und d=1 wird und da für p = 120n+7 
Se | 45 , 5.4 3 


D. == 5 >», D, —_ an - in, Ü, = — 75#’ + — 2 > 





% y 
) dieselben Werthe haben. es mag 





ist, so ist für p = 120» +31 




















D, = Ha + | 1. = nm, 

I = a n NAHER un ++ 1 

0, = 75(n ja 4 ui e (n+- 2) 3 (+ — 24n+—) 
5.23 „, 13 


| 


s—3. 


— (dn’- u 4 5 


32. Nach 13. kann man, wenn C,, D, bekannt sind. auch f,, 
und w, finden. 

It p=&»+1, so ist , =n—1, w, = n. 

It p=8»+4+1, so ist =w=n. 

33. Wenn z, 3+1 zwei auf einander folgende Glieder der Reihe 


1, , 3... (p-1) 
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ist, so soll gesagt werden, dass die Zahlen z, s-+I 





sind und (> 
eine Folge I. oder II. Art bilden, je nachdem beide quadratische Reste oder 


quadratische Nichtreste der Zahl p sind. Ist aber )=-&), so soll 
z, s3+1 ein Wechsel I. oder Il. Art heissen, je nachdem die kleinere oder 
die grössere von den beiden Zahlen quadratischer Rest ist. Wenn man nun 
die Anzahl aller Folgen I. Art durch (R, R), die Anzahl aller Wechsel 1. 
Art durch (R, N), die Anzahl aller Wechsel II. Art durch (N, R) und die 
Anzahl aller Folgen II. Art durch (N, N) bezeichnet und p=4%k+1 setzt, so 
ist (R,R)=k—1, (R,N)=k, ee (N,R)= (N, N)=%koder =k-—1., je 
nachdem p=44+1 oder =4k—1 i 

Da nämlich die obige Reihe e* einem a Reste anfängl. so 
ist (R,R)+({N,R)=4(p-—-3), während (R,N)+(N,N)=4(p-1) ist. Da 
ferner nach 11. die Gleichung e+y=p+1., in welcher x eine ae des Systems 
(@), y aber eine Zahl des Systems (/) sein soll, 4(p—1) oder 4{p—3) Aul- 
lösungen zulässt, je nachdem p=4k+1 oder =4k—1 ist, Re da im erstern 
Falle p—y, x ein Wechsel I. Art und py—x, y ein Wechsel I. Art, im 
letztern Falle aber p—y, x eine Folge I. Art und p—x, y eine Folge Il. Art 
ist, so ist im erstern Falle (N, R)=(R,N)=4(p—1). folglich (R, R) = 
1(»—-3)-4(p-1) =4(p-5) und (N, N) = }(p—-1)—-4(p-1)=4(p-1), im 
letztern aber (R,R)= (N, N)=4(p—3), folglich (N, R) = 4(p—-3)—4(p-3, 
=41(p-3) und (R,N)=4(p—-1)—-4(p-3)=4(p+ 1), woraus der Satz sich 
ergiebt *). 





*) Leider habe ich die traurige Pflicht, den Lesern dieses Journals gleichzeitig 
mit dieser Abhandlung die Nachricht von dem Tode ilires hochverdienten Verfassers, 
dem dies Journal manchen wertlivollen Beitrag verdankt, mittheilen zu müssen. 

Georg Karl Christian von Staudt, 1798 zu Rothenburg an der Tauber geboren, 
einer der hervorragendsten Mathematiker aus der Gauss’schen Schule, seit 1835 Prot. 
ord. an der Universität zu Erlangen, starb am 1. Juni d. J., während er mit der 
Durchsicht der Correcturbogen der vorstehenden Abhandlung beschäftigt war. Seit- 
dem er dieselbe vollendet und mir für das mathematische Journal zugesandt hatte, 
beschäftigte er sich mit geometrischen Untersuchungen und verfasste in den letzten 
drei Wochen seines Lebens eine Abhandlung „von den reellen und imaginären Halb- 
messern der Öurven und Flächen zweiter Ordnung“, welche demnächst als besondere 
Schrift bei Korn in Nürnberg erscheinen soll. So hinterlässt der berühmte Verfasser 
der „Geometrie der Lage“ in seinen beiden letzten Arbeiten Untersuchungen aus den 
beiden Gebieten, denen er sich während seines Lebens immer mit besonderer Vor- 
liebe gewidmet hatte, der Geometrie und der Theorie der Zahlen. B. 








































Ueber einige allgemeine Eigenschaften der 


Minimumsflächen. 
(Von Herrn E. B. Christoffel in Zürich.) 





Die sogenannten Minimumsflächen besitzen eine merkwürdige Eigen- 
schaft, welche ich bei Gelegenheit meiner Abhandlung über die Bestimmung 
krummer Oberflächen durch locale Messungen auf denselben (dieses Journal 
Band 64) Herrn Weierstrass mitgelheilt habe. Dieselbe besteht in Folgendem. 

I. Seien S und S’ zwei Minimumsflächen,. d. h. solche. für welche 
die Summe der beiden Hauptkrümmungen in jedem Punkte —0O ist. Nachdem 
jede von diesen Flächen in eine beliebige Lage gebracht worden ist, wähle 
man auf ihnen Flächenstücke T, T’ so aus, dass 1) auf keinem von beiden 
dieselbe Normalenrichtung zweimal, dagegen 2) jede auf dem einen stattfin- 
Normalenrichtung auch auf dem andern vorkommt. 

Betrachtet man unter diesen Vorausseizungen einen Punkt m’ von T 
als Bild desjenigen Punktes m» von T', für welchen die gleiche Normalenrichtung 
stattfindet, so wird T ein in den kleinsten Theilen ähnliches Bild von T. 

Bei diesem Satze ist der Fall nicht ausgeschlossen. dass die Flächen 
5, 5’ sich nur durch ihre Lage im Raume von einander unterscheiden. Durch 
blosse Drehung einer Minimumsfläche kann man also beliebig viele Abbildungen 
derselben auf sich selbst erhalten. 

2. Der obige Satz bleibt bestehen, wenn eine der Flächen S, S’ durch 
eine Kugel ersetzt wird. 

Aus diesem zweiten Satze folgt der erste durch Wiederholung. Da 
ausserdem alle Abbildungen einer Kugelfläche auf einer Ebene bekannt sind. 
so sind es auch alle Abbildungen einer Minimumsfläche, wie zuerst von Herrn 
Weingarten gefunden worden ist *). 

Ich habe mich veranlasst gesehen, diesen Gegenstand weiter zu ver- 
folgen. und namentlich zu untersuchen, welche Flächen T überhaupt die Eigen- 
schaft haben, dass sich ihnen eine zweite 7’ zuordnen lässt, welche, ohne zu 
T homothetisch zu sein, ein in den kleinsten Theilen ähnliches Bild von T 
liefert. wenn sie nach obigem Princip auf T bezogen wird. Von dieser Unter- 

*) Vergl. die reichhaltige Abhandlung: Ueber die Oberflächen, für welche einer 


der beiden Hauptkrümmungshalbmesser eine Function des andern ist. Dieses Journal 
Band 62, pag. 164, 169. 














Christoffel, über Minimumsflächen. 219 


suchung sind selbstverständlich alle diejenigen Flächen T ausgeschlossen, auf 
denen jede überhaupt vorhandene Normalenrichtung eine Linie bestimmt, also 
die auf eine Ebene abwickelbaren Flächen. 

Es hat sich herausgestellt, dass die verlangte Eigenschaft eine Flächen- 
familie begründet, welche sich auch als das System derjenigen Flächen de- 
finiren lässt, die ein ebenes Bild gestatten, in welchem ihre Krümmungslinien 
durch zwei Schaaren zu einander senkrechter Geraden dargestellt werden. 
Es besitzt hiernach jede Fläche, an welcher die zuerst erwähnte Eigenschafi 
nachgewiesen ist, auch die zweite, und umgekehrt. 

Diese Flächenfamilie ist sehr umfassend; mittelst der Formel B. des 
art. V.. welche das Kriterium derselben enthält, findet man leicht, dass zu 
ihr nicht bloss die Minimumsflächen im gewöhnlichen Sinne, sondern allgemein 
diejenigen gehören, deren mittlere Krümmung constant ist, also die Minimums- 
flächen über gegebenem Volumen; ausserdem gehören hierhin alle Flächen 
zweiten Grades, alle Rotationsflächen, u. s. w. 

In dieser Familie entspricht jeder Fläche 7 eine andere T’, und im 
Allgemeinen auch nur eine nebst ihren homothetischen, welche durch T ihrer 
Gestalt und Lage nach bestimmt ist, wenn von Translationen ohne Drehungen 
abgesehen wird, die an der Abbildung nichts ändern. Die einzige Ausnahme 
hiervon bildet die Kugel, für welche die Aufgabe, T’ zu finden. unbestimmt 
ist, weil sie selbst jeder beliebigen Minimumsfläche entspricht. 

Da die einfachen Hülfsmittel, welche ich bei dieser Untersuchung be- 
nutzt habe. sich auch bei anderen Gelegenheiten als brauchbar erweisen. so 
erlaube ich mir, im Folgenden zu zeigen. wie sich im Anschlusse an einen 
directen Beweis der obigen Sätze über Minimumsflächen die übrigen Resultate 
ergeben haben. Jene Sätze selbst habe ich ursprünglich aus dem art. IV. 
meiner oben erwähnten Arbeit erhalten. 

I. 

Wir beginnen unsere Untersuchung mit der Aufstellung der geometrischen 
Bedingungen, welche erforderlich sind. damit zwei Flächen T, T’ einander 
ähnlich werden, wenn jedem Punkte m von T sein Bild m’ auf 7’ durch die 
Bedingung gleicher Normalenrichtung zugeordnet wird, in welchem Falle m 
und m’ entsprechende Punkte heissen sollen. 

Zu dem Zwecke bestimme man nach Gauss (Disqu. gen. circa superf. 
c. I.) eine Richtung im Raume mit Hülfe einer Kugel K vom Halbmesser 1 
durch den Punkt, in welchem ein gleichgerichteter Halbmesser auf der Kugel- 
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fläche endigt. Sind also N, N’ die Normalen der Flächen T, T’ in den Punkten 
m, m', so werden diese Punkte einander entsprechen, sobald beide Normalen 
dem nämlichen Punkte N von K entsprechen. Damit ferner zwei von ent- 
sprechenden Punkten m, m’ ausgehende Linienelemente Ös, Ös’ der Flächen T 
T' in entsprechenden Punkten endigen, müssen auch in ihren Endpunkten die 
Normalen dem nämlichen Punkte B von K entsprechen. Der unendlich kleine 
sphärische Bogen NP = 4 giebt dann den Winkel an, um den sich die Normale 
N dreht, wenn ihr Fusspunkt von m aus Ös beschreibt. 

Wir haben nun zu untersuchen, welche Bedingungen erforderlich sind. 
damit das Verhältniss der entsprechenden Linienelemente Os, ©s’ von der Lage 
des ihre Endpunkte bestimmenden Punktes ® unabhängig wird. 

Seien ON,. ON, in m beginnende Bogenelemente der beiden Krüm- 
mungslinien von T, o,. @ die ihnen entsprechenden Krümmungshalbmesser der 
Fläche. Ferner sei d, der Winkel. um den sich o, dreht. wenn sein Fuss- 
punkt ON, durchläuft, ebenso d, der Winkel, um den sich o, dreht, wenn sein 
Fusspunkt ON, durchläuft, also abgesehen vom Zeichen ON, =0,d,, ON, =00, 
und Os’ =g70;+0307. Haben o,. 0. d,. Od, dieselbe Bedeutung für die Fläche 
T’ im Punkte m’, so wird Os” = 005-+0, 0, und mithin das zu untersuchende 


Daraus ergeben sich die Sätze über die Minimumsflächen sofort. Nimm! 


Verhältniss 





man nämlich 0, = 07. 0) =. d.h. für T und T’ Minimums- oder Kugel- 
llächen. so heben die Drehungswinkel sich weg. indem aus der Betrachtung 
der Kugel K 2 —- O4 = di’ + 07 folgt. 

Ist nun, um zur allgemeinen Untersuchung überzugehen,. o das Centrum 
der Kugel K und sind N. N,, N. R, diejenigen Punkte des durch % als 
Pol bestimmten Aequators,. welche den Richtungen ON,, ON,. ON,. ON, ‘der 
Krümmungslinien von T und T’ entsprechen, so folgt, weil der Punkt ‘PB von 
K sowohl dem Endpunkte von ©s, als auch dem von ©s’ entspricht, dass der 
Uebergang von N nach B auf folgende zwei Arten bewirkt werden kann: 

I. indem man zwei unendlich kleine Drehungen um die Axen oN.. 
ot, zusammensetzt. von denen die erste den Winkel Öd,. die andere den Winkel 
d, beirägt: 

2. indem man zwei die Winkel d,. d, betragende Drehungen um die 
Axen oN,. oN, zusammensetzt. 
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Dies festgestellt, zählen wir auf dem Aequator von N, aus Längen, 
die nach WR, hin wachsen und setzen fest, was offenbar gestattet ist, dass von 
den Punkten N,, N, der zweite die grössere Länge hat. Ist alsdann « die 
Länge von W,, A die Länge des Meridians NP, so wird, weil alle Bogen Ö 
unendlich klein sind, d,= 4 sinA, d,—= 4cos4, d, = Isin (A—e), d, = 4 c0s (A—«), 
mithin 








(EZ) = ? cos’(A— a) -+ 0,’ sin’(A — ): 
0° cosA’+. 0? sinA? 


sobald ©s, ös’ in entsprechenden Punkten anfangen und endigen. 

Dieser Ausdruck soll nun von der Lage des Punktes ®,. d. h. von 4 
unabhängig sein. Man erkennt ohne Mühe, dass diese Bedingung für jeden 
beliebigen Werth von «, d.h. unabhängig von den Richtungen, in denen die 
Krümmungslinien der Flächen T, T’ von m, m’ ausgehen, nur dann erfüllt 
wird. wenn zugleich 0,’ =0;, 0} =: ist, was den bereits oben erledigten 
Fall liefert. 

Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so kann das Verhältniss der beiden 
Linienelemente nur noch in dem Falle von 4 unabhängig sein, wenn @«=0) 
oder ein Vielfaches von 90’ ist. In allen diesen Fällen wird jedem der beiden 
von m ausgehenden Krümmungslinienelemente eines der beiden von m’ aus- 
gehenden parallel; wir schliessen daher keinen Fall aus, wenn wir 

a = 0 
setzen, d. h. fordern, dass ON, mit ON,. ON, mit ON, gleiche Richtung habe. 
Dann wird 
3 


und dies wird nur dann von 4 unabhängig, wenn 0, :0,=07:03, d.h. ent- 


eı _ 0 [2 -_ 
1 0, 


Die zweite von diesen beiden Lösungen liefert den allgemeinen Satz: 

Wenn zwei Flächen T und T’ in der Beziehung zu einander stehen, 
dass in je zwei durch gleiche Normalenrichtung einander entsprechenden Punkten 
m, m’ derselben 1) auch die Hauptschnitte beider Flächen einander parallel 
werden, und 2) zwischen den Verhältnissen der Krümmungen paralleler Haupt- 
schnitte die Relation 








-) - 0,” cosA’-+ 0,” sinA? 
0°? cosA’+0o3sinA’ 


9 


wird. 


weder .„ oder 


eı 1 — 0 





0; 0, 
stattfindet, so wird T’ ein in den kleinsten Theilen ähnliches Bild von T, wenn 


jeder Punkt m' als das Bild des entsprechenden Punktes m angesehen wird. 
Journal für Mathematik Bd. LXVII. Heft. 3. 29 
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In diesem Satze sind die auf die Minimumsflächen bezüglichen ebenfalls 
enthalten. Nimmt man nämlich für T’ eine Minimumsfläche, so folgt aus der 
zweiten Bedingung, dass T eine Kugelfläche sein muss, und diese genügt offen- 
bar auch der ersten Bedingung. 

Die erste Lösung führt auf ganz elementare Resultate, die hauptsäch- 
lich als Vervollständigung des vorigen Satzes aufzufassen sind. In der That 
fordert dieselbe, wie leicht zu sehen ist, und auch aus den folgenden Unter- 
suchungen hervorgeht, nichts anderes, als dass T und T’ homothetisch sind. 
woraus dann freilich, da die Aehnlichkeit für beliebig grosse perspectivisch 
liegende Theile vorhanden ist, auch die Aehnlichkeit der kleinsten Theile folgt. 

is ergiebt sich aber hieraus, dass ausser den durch den ersten Satz 
bestimmten Flächenpaaren und ihren homothetischen keine andern existiren, 
welche die von uns geforderten Eigenschaften besitzen. 


11. 

Es wirft sich jetzt die Frage auf, wie und unter welchen Voraus- 
setzungen die Bedingungen des obigen Satzes befriedigt werden können. 

Zu dem Zwecke bemerken wir zunächst, was aus der zweiten Bedin- 
gung folgt, dass in entsprechenden Punkten nothwendig die eine Fiäche ge- 
wölbt, die andere sattelförmig gebogen sein muss. Um über bestimmte Vor- 
stellungen zu verfügen, wollen wir daher, was auf den schliesslichen Verlauf 
der Untersuchung keinen Einfluss mehr haben wird, festsetzen, es seien 0,. 
0:, 0, posiliv, 0, dagegen sei negaliv. 

Wir bezeichnen nun die rechiwinkligen Coordinaten von m durch :, y, 2. 
durch x’, y', 3’ diejenigen von m’, ausserdem die Richiungscosinus der Normale 
der ersten und zweiten Krümmungslinie in m, also wegen des geforderten 
Parallelismus auch in m’ durch a, b, ce; a,, b,,. Cı; @,, b2, €,, wobei die Vorzeichen 
der Grössen a, b, ce so gewählt sein sollen, dass die durch sie bestimmte 
Richtung der Normale derjenigen entgegengesetzt wird. in welcher von der 
Oberfläche aus die positiven Krümmungshalbmesser aufgetragen werden. 

In Folge des Parallelismus der Krümmungslinien werden auch die 
Drehungswinkel um die zu ihren Tangenten parallelen Axen für beide Flächen 
gleich, also d, = d,. d, = d}. 

Wir bestimmen nun zunächst die Grössen, um welche die Coordinaten 
von m und m’ und die Riehtungscosinus der Normale in Folge dieser Drehungen 
zunehmen. 
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Dreht man die Normale um eine zur Tangente der zweiten Krüm- 
mungslinie parallele und durch das Krümmungscentrum des ersten Hauptschnitts 
gehende Axe herum, bis der Drehungswinkel d, geworden ist, so durchläuft 
ihr Fusspunkt auf beiden Flächen die erste Krümmungslinie, und weil o,. oe; 
positiv sind, beide in derselben Richtung. Die zurückgelegten Wege sind 
öN, = 0,0, ON, = e,d,, mithin die Zunahmen von z und z': 


o2= 000, 9° = a0, 
1 i 


vorausgesetzt, dass man den Drehungswinkel d, positiv oder negativ nimmt. 
jenachdem m sich in der Richtung a,b,c,, oder ihr entgegen bewegt. 
Nach der Lehre von der Krümmung der Flächen ist aber auch O2 =o,0a, 
1 | 


öx' = 0,0a, woraus in beiden Fällen 
l 1 


da = ad; 
1 


folgt. 
Dreht man die Normale um eine zur Anfangsrichtung der ersten Krüm- 


mungslinie parallele und durch das Krümmungscentrum des zweiten Hauptschnittes 
gehende Axe herum, bis der Drehungswinkel d, geworden ist, so durchläuft 
ihr Fusspunkt auf beiden Flächen die zweite Krümmungslinie, aber in ent- 
gegengesetzten Richtungen. Sind ON,, ON; die wirklich zurückgelegten Wege. 
so nimmt z um ON, zu, x’ um &0N, ab. Nun ist 9N,=0;d,, ON; = —0;0,. 
also wachsen z und x’ um 


> 


ÖL = 4,90, Or = 0:0),. 


Se) 


»n 


wieder vorausgesetzt, dass ld, positiv oder negativ genommen wird, jenachdem 
m sich in der Richtung a,b,c, oder ihr entgegen bewegt. 
Da ausserdem Öx = 0,0a, Or = 00a ist, so folgt 
2 2 2 2 


da = ml. 


> 


- 


Daraus ergeben sich für die vollständigen Differentiale die folgenden 
wichtigen Formeln: 
02 = a0, .+m90,, 0y = 59, +00, 083 = 19, + (,. 
da = ad+ ad, Od= bi+ dd, dc= ah + God. 
or = 10 h+m9(d, Oy=be,d+bod, 03 = 119, +%l),. 
von denen die auf die Fläche T allein bezüglichen für jede beliebige Fläche 


gelten. Aus den bei ihrer Herleitung unterschiedenen Fällen ergiebt sich 
29 * 
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übrigens, dass diese Formeln von den zu Eingange über die Vorzeichen der 


Krümmungshalbmesser gemachten Voraussetzungen unabhängig, also auf beide 
Fälle des vorigen art. anwendbar sind. 


IM. 

Setzt man nun, um die erste Lösung des art. I. zu befriedigen, 0, = ko,. 
9— ho,, so wird Ox’= köx, Oy'= köy, 03 =köz. Damit diese Gleichungen 
eine Fläche T’ bestimmen können, müssen ihre rechten Seiten vollständige 
Differentiale sein. Betrachtet man 3 als Function von x, y, so folgt aus der 
ersten Gleichung, dass k von y, aus der zweiten, dass es von x unabhängig, 
also constant sein muss. Diese Lösung liefert also, wie schon früher ange- 
wandt worden ist, zu jeder beliebigen Fläche ihre sämmtlichen homothetischen. 





IV. 
Zur Befriedigung der zweiten Lösung 
0, -- 0, u 0 
O, 0, 
setzen wir »=Ho,, og, =—Ho,. Dann wird ör'=— Hör, O&'=Hörx, u. Ss. w. 
1 1 2 2 


Nennt man nun diejenige Seite einer Fläche, von welcher ihre Nor- 
malen ausgehen, ihre Vorderseite, so ergiebt sich aus diesen Formeln zunächst, 
dass im vorliegenden Falle die Vorderseite von T auf der Rückseite von T' 
abgebildet wird, und umgekehrt, vorausgesetzt, dass man unter einer Abbil- 
dung eine im gewöhnlichen Sinne, also nicht verkehrt ähnliche versteht. 

Sodann ergeben sich für die vollständigen Differentiale die Gleichungen 


öx' = H(02x—0x), Oy=H{(öy—-öOy), 03=H{(öz-öz), 
2 1 2 1 2 1 


von denen zunächst gezeigt werden soll, dass sie aus den Bedingungen un- 
serer Untersuchung nicht bloss folgen, sondern dieselben auch umgekehrt nach 
sich ziehen. 

Sind nämlich a, db, e die Richtungscosinus der Normale von T, so sind 
sie es auch für 7’, weil aus den vorstehenden Gleichungen 

aoz +böy-+cöz = 0 

folgt. 

Da ferner die Krümmungslinienelemente ON,, ON, auf einander senk- 
‘recht stehen, so folgt 0s” = H’(0ON/+0N;)=H?ös’, also ist T’ ein in den 
kleinsten Theilen ähnliches Bild von T. 
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Auf Grund dieser beiden Folgerungen ergiebt sich endlich nach art. I. 
auch der Parallelismus der Krümmungslinien beider Flächen. 

Folglich enthalten die vorstehenden Differentialgleichungen alle für die 
gegenwärtige Aufgabe nothwendigen und ausreichenden Bedingungen. 


Setzt man —®-H=.2, so lassen die obigen Gleichungen sich in 





ı® 
die Form 
ER F an 1 1 ETm 
0x = QAIR20a—(— + — )örl. 
| P O, 2 2 
en n 1 1 5 
(U. \Oy = ol2aon ER N N 
\ ) Y \ % —+ -) Yl» 
Dr — De. =.= ö2 | 








bringen. Dieselbe zeigt sofort, dass unsere ursprüngliche Aufgabe, die Be- 
dingungen zu ermitteln, damit zu einer gegebenen Fläche T eine sie in der 
verlangten Weise abbildende existire, auf die Herstellung und Deutung der 
Integrabilitätsbedingungen zurückgeführt ist, welche erforderlich sind und hin- 
reichen, damit die drei vorstehenden Ausdrücke zugleich vollständige Dif- 
ferentiale werden. 

Es ist indessen zweckmässig, für diese Untersuchung die Differential- 
gleichungen so viel wie möglich in der ursprünglichen einfachsten Form bei- 


zubehalten. 


©. 


Wir setzen voraus, dass x, y und 3 als Functionen zweier von ein- 
ander unabhängiger Variabeln «,, w, in der Weise dargestellt sind, dass der 
Gleichung Ou, =0 diejenige Schaar Krümmungslinien von T entspricht, wel- 
cher die vorhin als erste bezeichnete angehört, der Gleichung 0%=0 die 
andere Schaar. Bezeichnet man daher die Derivirten von x, y, 3 nach «,, 
durch &,, &, 22, U. S. W., so wird 


- (5 


z=n0m, Ot=m0u, US. W. 
2 


Ferner folgt aus den Gleichungen Ox =o,0a, Öx = 0,0a, wenn 
1 1 1 2 


1 1 
er Fu = fr 


0, a. 


gesetzt wird, 
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mithin durch Elimination von a 
1 or or 
(1.) nn 2-22), 


r.-t, Ou, ou, 
wozu noch zwei ähnliche Gleichungen für y und z kommen. Ausserdem ist 
(2.) + Yıyat 3,3 == 0. 


Dies vorausgeschickt, nehmen die Differentialgleichungen des vorigen 
art. die folgende Form an: 











' , en \ 
ÖL == H(x; OU — IT, ou) ’ 
jr \ J a ' [ 2 N) 
(A.) oy = H(y; ou, —Yı Ou,); 
: ; 
O3 = H (2; OU; — 2, ou). 


Für logH= Z liefert die erste als Integrabilitätsbedingung 


oZ 02 
+2 +22, = 0, 


ou, ou, 








oder wegen (1.) r 
[22 - In 2.4 [22 u zo PR wihge 


ou  N-T, ou  n—r, 0% 














Mit Rücksicht auf (2.) folgt aus dieser und den beiden hierzugehörigen Glei- 
chungen, dass nothwendig 


oa _ 2 or, O2, _ 2 or 














au n—r u’ Ou, r—r, ou 
sein muss, und umgekehrt sind mit diesen beiden zugleich alle Integrabilitäts- 
bedingungen erfüllt. 
Damit aber diese beiden Gleichungen mit einander bestehen können, 
ist erforderlich und hinreichend, dass 
) Ar Mi 
(B.) aloe Zu tal 3) FM 
sei. Ist diese Bedingung erfüllt, so liefern also die vorstehenden Ausdrücke 
für 0Z ein vollständiges Differential, und die so bestimmte Function 
H= e 
macht auch die Ausdrücke für Ox', Oy', öz3’ zu vollständigen Differentialen. 
Zugleich ist ersichtlich, dass der letztern Forderung auf keine andere Weise 








genügt werden kann. 

Es bedarf nur noch der geometrischen Interpretation von (B.). Sei 
ztytas3 =, mtytz=h, 

so folgt aus (1.) und (2.) 
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q | Or, OlogE, 1 Or, Olog&, 
(3.) nr. m Mm nr. u a ' 
1 2 2 2 1 2 1 HM, 
wodurch (B.) in 
o*log a 





* ee. 
ou 0 uU, 


ISre 


übergeht. Diese Gleichung fordert also, dass log -- sich als Differenz einer 
2 
bloss von «, und einer bloss von «a, abhängigen Function darstellen lasse. 


dass also 


Sr 


ı __. ylm) 


» 9) 


dem Quotienten aus zwei solchen Functionen gleich sei. 
Führt man nun, was an den frühern Voraussetzungen nichts ändert. 


| 





Ir 


mittelst der Gleichungen w(a,)0u, = ou. w(w,)0w= On, zwei neue Variabeln 
#4, a, ein, so folgt, dass die Allgemeinheit unseres Resultates nicht geändert 
wird, wenn wir ıv(w,) und w(w,) constant und einander gleich setzen. Dann 


wird die Lösung von (B.) 


U 


(4.) 7 — 


\ 2° 


Damit also die Gleichungen (A.) durch passende Wahl von H integrabel ge- 
macht werden können, ist erforderlich und hinreichend, dass das Quadrät des 
Linienelementes von T sich in die Form ds’ = &(öw-+0m) bringen lasse. 
während u, =0. 0w=0 die Differentialgleichungen der beiden Schaaren 
Krümmungslinien von T sind. Wir haben hiernach den 8at2: 

Damit einer Fläche T eine zweite T’ in der oben verlangten Weise 
zugeordnet werden könne, ist erforderlich und hinreichend, dass T ein in den 
kleinsten Theilen ähnliches ebenes Bild gestatte, in welchem seine Krümmungs- 
linien durch zwei Schaaren zu einander senkrechter Geraden dargestellt werden. 

Und umgekehrt können alle Flächen T, zu denen die Gleichungen (N. 
oder (A.) eine zugeordnete T' liefern, in dieser Weise auf einer Ebene ab- 
gebildet werden. 

Bezeichnet man bei der Abbildung von 7 auf der Ebene der «,, «, 


. .. . 1 . 
das Vergrösserungsverhältniss durch —, 50 wird 


os = m’ (Own +0W), 
und es ergeben sich für die Familie der Flächen T aus (4.), (2.),. (1.) und 
(3.) die Differentialgleichungen : 
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2 2,22 2 2 2 2 2 
zıtyı+3ı =m,, mt Yy pr +31 = 0, e+ypta=m, 




















BE" on % an .. 
De er 4 u Yı» 
Zn = en A 
ist 7 diesen Gleichungen gemäss bestimmt, so wird 
DZ = BIER du, 2 20E® Zu, 
u, ou 


2 


also Z = const.—2logm, 


so dass man zur Bestimmung von T’ die integrabeln Gleichungen 





ö A 

or = — (01 0u, — 2 0), 
A 

no n 

ey = —(yıOm—y ÖM), 





03 = (2, 0 — 2, O,) 


m? 
erhält. 

Es ist hier nicht der Ort, diesen Gegenstand durch Ausführung von 
Beispielen weiter zu verfolgen. 


Zürich, 2. April 1867. 
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Ueber ein Prineip der Abbildung der Theile einer 


krummen Oberfläche auf einer Ebene. 
(Von Herrn H. Weber zu Heidelberg.) 


Die Aufgabe. ein bestimmtes Stück einer gegebenen Oberfläche auf einer 
andern gleichfalls gegebenen Oberfläche so abzubilden. dass einander entspre- 
chende unendlich kleine Figuren auf beiden Oberflächen einander ähnlich sind, 
hat in gewissem Sinne ihre allgemeine Lösung gefunden durch die berühmten 
Arbeiten von Lagrange *) und Gauss**). Diese Aufgabe ist aber. da sie von 
partiellen Differentialgleichungen abhängt, keineswegs eine bestimmte. und die 
Bedingungen. welche nolhwendig sind. um das Problem zu einem bestimmten 
zu machen. können von manniefaltiser Art sein. In den einzelnen Fällen 
führt allerdings die Erfüllung solcher Bedingungen auf grosse Schwierigkeiten. 
und ist nur in wenigen Fällen gelungen. 

Bei der practischen Anwendung dieser Theorie der Abbildung auf die 
Construction von Karten, wobei wenigstens in der Regel die Aehnlichkeit der 
kleinsten Theile als Grundprineip festgehalten wird. lässt man sich zur Be- 
seitigung der oben erwähnten Unbestimmtheit von der Rücksicht leiten, dass 
auch das Bild im Grossen und Ganzen keine allzugrosse Abweichung von 
der Gestalt der abgebildeten Figur zeigt. Bereits G@auss hat in der eitirten 
Abhandlung und in einer zweiten Abhandlung (Untersuchungen über Gegen- 
stände der höheren Geodäsie; Abhandlungen der Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Göttingen Bd. 2) Arten der Abbildung angegeben. welche von 
diesem Gesichtspunkt aus vor anderen den Vorzug verdienen. Bei Gauss 
ist der leitende Gedanke der, dass wenn es sich z. B. um die Abbildung einer 
Kugelzone handelt, für eine bestimmte Breite das Aehnlichkeitsverhältniss — 1 
wird. für alle anderen Breiten aber nur um Grössen dritter Ordnung von 1 


abweicht. wobei die Breitenunterschiede als Grössen erster Ordnung ange- 


*) Lagrange. Sur la construction des Cartes geographiques.. Me&moires de 
lAcad&emie de Berlin 1779. 

##) Gauss. Allgemeine Auflösung der Aufgabe, die Theile einer gegebenen 
Fläche auf einer andern gegebenen Fläche so abzubilden, dass die Abbildung dem 
Abgebildeten in den kleinsten Theilen ähnlich wird. Abgedruckt in Schumachers 
astronomischen Abhandlungen 1825. 


Journal für Mathematik Bd. LXVII. Heft 3. 30 
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sehen werden. Demnach sind die von Gauss angegebenen Abbildungsarten 
nur näherungsweise und für verhältnissmässig geringe Breitenunterschiede als 
die besten zu betrachten. 

Ich habe im Folgenden versucht, ein allgemeines Prineip aufzustellen, 
durch welches man für jedes gegebene Flächenstück die beste Abbildungsarı 
finden kann. d. h. diejenige Abbildung. welche ohne der Aehnlichkeit der 
kleinsten Theile zu nahe zu treten ein der gegebenen Figur auch im Ganzen 
möglichst ähnliches Bild liefert, wobei ich mich auf den Fall beschränken 
muss. wo die Fläche, auf welcher das Bild entworfen wird, eine Ebene ist, 
da sich im allgemeinen Fall die Eliminationen, welche zur Aufstellung der 
Gleichungen nöthig sind, nicht ausführen lassen. 

Zur Lösung dieses Problems ist es zunächst erforderlich, einen neuen 
Begriff zu definiren, den man etwa bezeichnen kann als den Fehler der Karte, 
und der bei den unter gegebenen Umständen besten Karte ein Minimum 
werden muss. 

Ist das Bild dem Abgebildeten vollkommen ähnlich, so muss dieser 
Fehler Null sein, und umgekehrt, wenn der Fehler Null ist, so sind die beiden 
Bilder vollkommen ähnlich. Dieser Fall kann natürlich nur dann eintreten, 
wenn die eine der gegebenen Oberflächen auf einer der zweiten Oberfläche 
vollkommen ähnlichen Fläche abwickelbar ist. In allen andern Fällen muss 
der Fehler einen immer positiven Werth besitzen, so dass es auch immer 
einen kleinsten Werth des Fehlers geben muss. Die Bestimmung des Mini- 
mums des Fehlers führt. da derselbe durch ein Integral definirt ist, auf ein 
Problem der Variationsrechnung, aber auf ein Problem eigenthümlicher Art, 
welches sich in seiner Verallgemeinerung kurz so aussprechen lässt: 

is sollen die willkürlichen Elemente einer durch eine partielle Diffe- 
rentialgleichung definirten Function so bestimmt werden, dass ein von dieser 
Function abhängiges bestimmtes Integral ein Minimum wird. 

Die Lösung dieses Problems ist im Allgemeinen schwieriger als die 
Lösung der partiellen Differentialgleichung für sich mit gegebenen Grenzbe- 
dingungen, da zu der ersten partiellen Differentialgleichung eine zweite hin- 
zutritt, welche mit der ersten gleichzeitig integrirt werden muss, da die Natur 
der Grenzbedingungen eine gesonderte Integration der beiden Gleichungen nicht 
gestattet. Durch Elimination einer Variablen können die beiden Differential- 
gleichungen durch eine Differentialgleichung höherer Ordnung ersetzt werden, 
welche in dem hier vorliegenden Fall linear und von der vierten Ordnung 
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wird, aber veränderliche Coefficienten enthält. Es ist mir bis jetzt nur ge- 
lungen, in einem besonders einfachen Fall die Integration durchzuführen, in 
welchem die partiellen Differentialgleichungen auf gewöhnliche Differential- 
gleichungen zurückkommen, und wodurch die beste Abbildung einer ganzen 


gegen die Rotalionsaxe senkrechten Zone einer beliebigen Rotationsflläche auf 


eine Ebene gefunden wird. 


$. 1. 


Zunächst erfordert die Auflösung unseres Problems die genaue Fest- 
stellung der Bedingungen für die Aehnlichkeit der kleinsten Theile. Be- 
zeichnet man mit ds, dS zwei einander entsprechende unendlich kleine Längen 
auf der abzubildenden und auf der Bildfläche, so wird die Aehnlichkeit der 
kleinsten Theile bekanntlich ausgedrückt durch die Gleichung: 

dS = pds 
worin p, das Aehnlichkeitsverhältniss oder der Massstab des Bildes, eine 
wesentlich positive Grösse ist. welche nur von der Lage des Anfangspunktes 
nicht aber von der Richtung des Elementes ds abhängt. 

Die Function p muss, wenn die Aehnlichkeit der kleinsten Theile in 
keinem Punkt des Bildes verletzt werden soll, gewisse allgemeine Stetigkeils- 
bedingungen erfüllen, welche wesentlich dazu beitragen, die Wilikürlichkeit in 
der Lösung des Problems der Abbildung zu beschränken. 

Zunächst ist klar, dass wenn p an irgend einer Stelle des abzubildenden 
Flächenstücks O oder unendlich wird, an dieser Stelle von einer Aehnlichkeit 
der kleinsten Theile nicht die Rede sein kann. weil dann entweder ein von 
0 verschiedenes Längenelement durch einen Punkt oder ein Punkt durch ein 
von O verschiedenes Längenelement abgebildet würde. 

Ebenso darf aber auch p nicht längs einer Linie unstetig werden, denn 
betrachtet man die Bilder zweier unendlich kleiner Dreiecke zu beiden Seiten 
der Unstetigkeitslinie, so sind diese zwar ihren Urbildern ähnlich, aber das 
Aehnlichkeitsverhältniss ist ein anderes, wiewohl die Dreiecke auf der ur- 
sprünglichen Fläche einander unendlich nahe liegen. Wenn also auch die 
Bilder der beiden Seiten der Unstetigkeitslinie an einer Stelle zusammenhän- 
gend wären, so würde dieser Zusammenhang schon an den benachbarten 
Stellen aufgehoben. Demnach würde eine solche Unstetigkeitslinie das Bild 


in zwei getrennte unzusammenhängende Theile sondern. 
Auch die Differentialquotienten der Function p sind gewissen Stelig- 
30 * 
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keitsbedingungen unterworfen, zu welchen man durch die folgende geometrische 
Betrachtung gelangt. Man zieht durch einen beliebigen Punkt der abzubil- 
denden Oberfläche eine beliebige Curve doppelter Krümmung auf derselben, 
und projieirt die dem betrachteten Punkt benachbarten Theile dieser Curve 
auf die Tangentenebene der Oberfläche, wodurch man ein Stück einer ebenen 
Curve erhält. Bezeichnet man nun mit ds ein Element dieser ebenen Curve 
oder, was der Kleinheit des Unterschieds wegen dasselbe ist, der Curve 
doppelter Krümmung. mit do ein Element der auf der Oberfläche gemessenen 
Normale der Curve doppelter Krümmung, mit ds’ endlich das Element auf der 
Oberfläche oder der Tangentenebene, welches mit dsdo ein Dreieck bildet, 
so ist der Contingenzwinkel der auf der Tangentenebene gelegenen Curve: 


do’ + ds’— ds'” 


+ = 
dods 





und der reciproke Krümmungshalbmesser : 
| do’ + ds’— ds’” 


0  : 
welcher gewissermassen als die in der Richtung der Oberfläche gemessene 
Krümmung der Raumeurve betrachtet werden kann. Führt man nun dieselbe 
Betrachtung durch hinsichtlich des Bildes unserer Curve auf der zweiten Ober- 
fläche, so erhält man, wenn man den P, d&, dS, dS’ die den Grössen go, do, ds, 
ds’ im Bilde entsprechende Bedeutung giebt: 

) d2? + dS?— dS” 


PP” d8ds’ ? 


welches in dem Fall, wo die zweite Oberfläche eine Ebene ist, der wahre 





reciproke Krümmungshalbmesser des Bildes ist. 
Versteht man nun unter p den Werth dieser Function, welcher an 


dem der Curve abgewendeten Ende des Elements do Statt hat, so hat man 


vermöge der allgemeinen zu Grunde gelegten Gleichung : 
d> = pdo, 


ds’ = pds', 


= do ) ds. 


dS = (p+ 


oO 
i ö u e in 
Setzt man diese Ausdrücke in die obige Formel für 7 ein, so ergiebt sich 


mit Vernachlässigung des unendlich Kleinen: 
1 1 2 op 


I 


—— u — 


p’ 00 


P po 


I 
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worin do nach der convexen Seite der Curve positiv gerechnet ist. Diese 
Formel giebt nun Aufschluss über die Stetigkeitsbedingungen der Differential- 
quolienten von p. Wenn nämlich nn, d. h. der nach irgend einer auf der 
Oberfläche gemessenen Richtung genommene Differentialquotient an einer Stelle 
der abzubildenden Fläche unendlich würde. so müsste. wenn o von 0 ver- 
schieden ist, P=0 sein, d. h. das Bild einer beliebigen, mit stetiger Krüm- 
mung über den Unstetigkeitspunkt gezogenen Linie müsste in dem Bild des 
Unstetigkeitspunkts eine Ecke haben. was offenbar mit der Aehnlichkeit der 
kleinsten Theile unverträglich ist. 


r . OP „, e .. i " 
Wenn endlich > längs einer Linie unstetig wäre, also zu beiden 
5 Ä 


Seiten einer Linie um eine endliche Grösse differirende Werthe hätte. so 
würden die Bilder zweier Linien. welche zu beiden Seiten der Unstetigkeits- 
linie derselben unendlich nahe und parallel verlaufen, in entsprechenden Punkten 
Krümmungshalbmesser mit endlicher Differenz haben. Es würde also. wenn 
auch die Bilder beider Linien in einen Punkt zusammenfielen und gleiche 
Richtung hätten, dieser Zusammenhang schon in den nächsten Punkten aufge- 
hoben werden, d. h. es würde eine Zerreissung des Bildes längs der Un- 
stetigkeitslinie stattfinden. 

Demnach sind also die allgemeinen Bedingungen, welchen die Function 
p unterworfen werden muss, um die Aehnlichkeit der kleinsten Theile an allen 
Stellen aufrecht zu erhalten, folgende: 

1. Die Function p darf an keiner Stelle unendlich oder O0 werden 
und an keiner Linie sprungweise Aenderungen erleiden. 

2. Sämmtliche nach irgend einer auf der Oberfläche gemessenen Rich- 
tung genommene Differentialquotienten von p müssen an jeder Stelle der ab- 
zubildenden Fläche endlich sein und dürfen sich an keiner Linie sprungweise 
ändern. 

Ausser diesen allgemeinen Bedingungen hat die Function p noch einer 
partiellen Differentialgleichung zu genügen, deren Form sich nicht allgemein 
angeben lässt, wenn nicht über die Natur der Oberfläche, auf welcher das 
Bild entworfen werden soll, specielle Annahmen gemacht werden, weil sonst 
die erforderlichen Eliminationen nicht ausgeführt werden können. 

Ich beschränke mich hier auf den bei weitem einfachsten Fall der Ab- 
bildung einer beliebigen Oberfläche auf eine Ebene. 

Ich nehme an, es sei die abzubildende Fläche durch drei Gleichungen 
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mit zwei unabhängigen Variablen bestimmt: 
2=p(W0, y-plımo, 3=Mlao), 
so dass a, e als Coordinaten eines Punktes auf der Oberfläche betrachtet wer- 
den können. Ich will ausserdem der Einfachheit wegen annehmen. die Curven- 
systeme a = const., ® = const. seien orthogonal. Es seien ferner U, V recht- 
winklige Coordinaten in der Ebene, so kommt unsere Aufgabe darauf hinaus, 
U, V, p so als Funclionen von «, e zu bestimmen, dass die Gleichung: 
1.) dU’+dV’ = p’(a’du’+ b’ dv‘) 


identisch wird, wenn man zur Abkürzung setzt: 


A. 
Eee 


Wegen der Orthogonalität der Curven ”, e hat man ausserdem: 


OX 00 | 0oy oy , © 0% 0 
ES. nee 7 = ee Er: ei o 
cu © ou © cu © 


Die Gleichung (1.) zerfällt in ein System von drei partiellen Differentialglei- 


chungen: 


OU IV N? 
Fe HM) 
a u. ME 


ar. or ou 00 


'\ou or 


welche im Allgemeinen hinreichen, um die drei Functionen U, V, p zu be- 
stimmen. Durch fortgesetzte Dilferentiation der Gleichungen (2.) lassen sich 


immer Gleichungen in hinlänglicher Anzahl ableiten, um zwei der unbekannten 
Grössen mit ihren Differentialquotienten zu eliminiren, wodurch eine partielle 
Differentialgleichung für die dritte Grösse übrig bleibt. Um die Gleichung für 
p abzuleiten, genügt scheinbar eine zweimalige Differentiation noch nicht. Es 
ist daher eine besondere Eigenthümlichkeit des Systems (2.), dass die Dif- 
ferentialgleichung für p doch nur von der zweiten Ordnung wird. Diese 
Gleichung lässt sich auf folgendem sehr einfachem Wege ableiten, welcher zu- 
gleich zur Kenntniss der Functionen U, V führt, wenn p als bekannt voraus- 
gesetzi wird. Die Gleichungen (2.) werden identisch befriedigt durch die 


Annahme: 
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oO I — X © V r ’ 
— Ad, u. Tu u d 
RN ou pP ou P 
he oU .. oV s 
— A b. — = b b 
I =#p 3 pb, 


vorausgesetzt, dass die vorläufig noch unbekannten Grössen A, 4’ der Bedin- 
gung genügen: ER, 
EIN 
so dass man durch Einführung eines unbestimmten Winkels 9 setzen kann: 
1=c9, 41=simd. 
ö in u oU oU oV oV ui a 
ie G oen (3.) führen nun. da —. — —, —— exacte Differential- 
Die Gleichungen (3.) ‚ca —, 0 559 dp i € 
quotienten sein müssen, zu den Bedingungen für A, 4: 








okpa ON pb 























ov cu 
oApa  oNpb 
> Pop ou 
oder: 
- . opa = y’ ‚‚_ Opb 
da — 0 = 
„Fr La oo po+ ou ’ 
= j! Opa opb 
a u. Tr 
&P .. ov ou 0 ou 
Mit gi 2 der Gleichungen: 
; oA O4 ee 9 | 
en EEEREEN 
ui? ou 0 0 


ergiebt sich hieraus sofort: 





opa oX oA) 
w Opa ie pb N > "ru 4 Fr er 1) b) 
oo I ou ou 
opb (. O4 ‚oA) 
ee a WR A — Bu 
ou U 00) 
oder durch Einführung des Winkels 9 
1 opa _ oF 
pp m ou ” 
1 opb _ ou 
pa ov 00 ’ 


woraus sich die partielle Differentialgleichung für p ergiebt *): 





*) Wenn man allgemein eine Differentialgleichung der Form 
EdU?+2FdUdV +GdV’ — edu’ + 2fdudo + gdv’ 
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3 I opa 5 1 opb 
4 pw pa ou 0. 


ne u 2 rg 


ov 


Nimmt man p als gefunden an, durch Integration der Gleichung /4.), so er- 








ou 


hält man 9 mit einer additiven willkürlichen Gonstanten durch eine Quadratur: 


I — / PT du— de ha: de) 


.pb pa ou 





und schliesslich die gesuchten Functionen U, V ebenfalls durch Quadraturen: 


U-U= k cos (9 — 9,)padu + sin 9 —9,)pbde!, 
‚_—Y,= St sin9- I)padu+.cos($—9,)pbde}. 


Demnach sind, wenn das Aehnlichkeitsverhältniss p bestimmt ist, die Functionen 
U, V bis auf drei willkürliche Constanten ebenfalls bestimmt. 


Bezeichnet man mit U’, V’ diejenigen Werthe der Functionen U, ) 


welche den Specialwerthen O0 der willkürlichen Constanten entsprechen, so 
sind die allgemeinen Ausdrücke dieser Functionen: 

U = U,+cos9,U’— sind, V', 

V= V,+sin9,U’+cos9,V". 
Diese Gleichungen enthalten die Bedeutung der willkürlichen Constanten: sie 
drücken nur eine beliebige Verschiebung des rechtwinkligen Coordinatensystems 
U, Vin der Ebene aus. 


hat, so kann man immer die beiden Seiten dieser Gleichung als das (Juadrat eines 
Längenelements auf einer und derselben Oberfläche betrachten (in dem vorliegenden 
Fall auf einer Ebene) und kann dann aus den Coefficienten der beiden Ausdrücke 
nach dem berühmten 'Theorem von Gauss (Disquisitiones generales circa superficies 
eurvas; Commentat. Gotting. vol. VI) tür das Krümmungsmass zwei Ausdrücke bil- 
den, welche einander gleich sein müssen. Auf diese Weise gelangt man immer zu 
einer partiellen Differentialgleichung für die unbekannten Functionen. In unserem 
Fall stimmt diese Gleichung genau mit der für p gefundenen überein, welche dem- 
nach als enthalten in dem erwähnten Gauss’schen Theorem anzusehen ist. Ich habe 
der obigen im Text angewandten Methode vor dieser den Vorzug gegeben, theils weil 
nach der letzteren die Reduction der Gleichung auf die einfachste Form etwas weit- 
läufig ist, theils auch weil man auf dem obigen Wege gleichzeitig die Ausdrücke für 
die Functionen U, V findet. 

In ganz ähnlicher Weise hat bereits Bour eine partielle Differentialgleichung für 
A aus der Differentialgleichung 


dX’+dY°’+dZ’ — 4ldrdy, 


in welcher Z als gegebene Function von z, y angesehen wird, hergeleitet (Theorie de 
la deformation des surfaces, Journal de l’@&cole polytechnique, cahier 39). In diesem 
Falle wird jedoch die Gleichung für A nicht linear. 
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Demnach ist das Bild eines beliebigen Flächenstückes auf einer Ebene 
bis auf die Lage in der Ebene vollständig bestimmt, wenn das Aehnlichkeits- 
verhältniss an jeder Stelle des abzubildenden Flächenstücks gegeben ist. 

Die Differentialgleichung (4.). welcher die Function p unterworfen ist, 
lässt sich ohne Schwierigkeit auf eine lineare redueiren. wenn man an Stelle 
von » den Logarithmus von p einführt. 

Die Gleichung (4.) lässt sich nämlich schreiben: 





B 


a oOlogpa .„ b oOlogpb 
—— OU _— 
b ov a ou 

un. ee 


-r 


ov ou 





oder indem man setzt: 
g= logp, 




















a og „b og „1 oa „1 ob 
0 —— 0 —- DI — Oo — 
EN b 0 _| a ou b cv a Mu 
(3. + = — mn u menge 
k ov OU cv cu 


Hinsichtlich der Stetigkeit ist g denselben Bedingungen unterworfen wie p, 
nur dass q auch negativ und O werden darf, aber nicht unendlich. Danach 
lässt sich leicht beweisen, dass q vollständig und eindeutig bestimmt ist, wenn 
z. B. sein Werth am Rande des abzubildenden Flächenstücks allenthalben ge- 
geben ist. dass also dadurch auch das Bild bis auf seine Lage in der Ebene 
vollständig bestimmt ist. Ich übergehe hier diesen Beweis, der übrigens sehr 
einfach ist, da ich weiter unten den Beweis der Bestimmtheit und Eindeutig- 
keit des Bildes für eine andere Art der Bedingung führen Werde. 


$. 2. 


Um das in der Einleitung aufgestellte Problem zu lösen, ist es zu- 
nächst erforderlich. den Begriff des Fehlers der Karte genau festzustellen. 
Dieser Fehler der Karte setzt sich zusammen aus allen einzelnen Fehlern. 
welche an den verschiedenen Stellen des Bildes stattfinden. welche aber nur 
eine relative Bedeutung haben, d.h. sie beziehen sich auf einen beliebig zu 
wählenden Punkt des Bildes, in welchem dasselbe als genau richtig angesehen 


” 


wird. Uebrigens ist die Wahl dieses Punktes ohne Einfluss auf das End- 


resultat. 
Bezeichnet man mit ds, ds zwei auf einander folgende Längenelemente 


der abzubildenden Fläche, und bezeichnet » den Werth des Aehnlichkeitsver- 
hältnisses im Anfangspunkt des Elements ds, so hat man für die Bilder dieser 
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Elemente die Ausdrücke: 
dS 





pds, 


I 





ds’ — (p : > ds) ds’; 





folglich: 







ds’ ‚, ologp ds' 
dSs (14 os ds) ds. 





ologp 
os 
werden kann als die Abweichung von der vollständigen Aehnlichkeit beim 





Dieser Ausdruck zeigt, dass die unendlich kleine Grösse ds betrachtet 





Uebergang von einem Element ds zu dem folgenden ds’. Geht man nun auf 






einer beliebigen Curve von einem festen Punkte 0 zu einem veränderlichen 





Punkte P über, und entwirft gleichzeitig das Bild dieser Curve, so summiren 
sich im Verlauf dieser Linie alle die einzelnen Abweichungen von der Aehn- 
lichkeit, die beim Uebergang von einem Element der Curve zum folgenden 







auftreten, und demnach hat man das Integral 


/ A — log — e 
p Po 


Po 





zu betrachten als die Abweichung von der vollkommenen Aehnlichkeit beim 






Uebergang vom Punkte O0 zum Punkte P auf einer beliebigen Curve. Diese 









Grösse log kann daher bezeichnet werden als die Verzeichnung des Bildes 


0 


im Punkte P. Diese Verzeichnung kann sowohl positiv als negativ sein und 






gleich grosse positive und negative Werthe der Verzeichnung werden einen 






gleichen Fehler des Bildes bedingen. Demnach liegt es nahe als Fehler des 
Bildes im Punkte P verglichen mit dem Punkte O0 das Quadrat der Verzeich- 
















2 
> y ” . . 
nung (log #-) anzusehen. Der Fehler der ganzen Karte ist dann zu definiren 
0 


als der mittlere Werth aller Elementarfehler, den man erhält, wenn man das 
Integral des Elementarfehlers über die ganze abzubildende Fläche nimmt, und 
dieses dividirt durch die abzubildende Fläche selbst. Demnach ist der Fehler, 
wenn man die Coordinaten a, e zu Grunde legt: 


S/ (os 2) ab du dv 
. 
Ye dudv 


und unsere Aufgabe ist jetzt die, die Function p der partiellen Differential- 
gleichung (4.) und den Stetigkeitsbedingungen gemäss so zu bestimmen, dass 
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das Integral 


r — // (1os 2) abdude, 


genommen über das ganze abzubildende Flächenstück. den kleinsten Werth 
erhält *). Die Aufgabe wird noch etwas vereinfacht durch Einführung der 
Function q an Stelle von p. Dann wird das Integral V: 


= Hk — gu) ab dude, 


während g nun der Differentialgleichung (5.) unterworfen ist. 
Nach den Prineipien der Variationsrechnung ist die Bedingung des 
Minimums von V folgende: bedeutet dq eine unendlich kleine Veränderung 


von q, so muss die Gleichung erfüllt sein: 


6.) 0 = 4 g—g,)abdude. 


Hierin muss sowohl g als g+0dgq der Differentialgleichung (5.) genügen, d. h. 
dq muss der redueirten Gleichung genügen: 


a cög „b oög 
8 Br Te — 
b_ ov a ou 
n „L —Q. 





7 


PH 00 ou 
ist aber im Uebrigen eine beliebige unendlich kleine Grösse, welche mit ihren 
ersten Differentialquotienten in der ganzen abzubildenden Fläche stetig sein muss. 

Durch diese Bedingungen ist dg vollständig bestimmt, wenn es am 
Rande des abzubildenden Flächenstücks gegeben ist, am Rande aber kann es 
beliebig sein. 

Diese Behauptung lässt sich dadurch beweisen, dass man annimmt, man 
hätte zwei Functionen dg', dg" gefunden, welche am Rande dieselben Werthe 
annehmen, denselben Stetigkeitsbedingungen und der Gleichung (7.) genügen. 
Die Differenz dg"’ = dg’—0dg" genügt dann ebenfalls der Gleichung (7.) und 
nimmt am Rande den Werth O an. Multiplieirt man dann die Gleichung (7.). 
nachdem man dgq = Jg” gesetzt hat, mit dg”"du de und integrirt über die ganze 
Fläche, so erhält man durch partielle Integration: 


J ab dude er =, = 0, 


woraus sich unmittelbar dg”’=0 ergiebt. Demnach ist die Variation dg am 








‚*) Diese Bestimmungsweise der Function p wird noch durch eine gewisse Ana- 
logie mit der Methode der kleinsten Quadrate gestützt. 


31 * 
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Rande als willkürlich im Innern der Fläche aber als durch den Randwerth 
gegeben zu betrachten. 

Es kommt also zunächst darauf an, das Integral (6.) auf ein anderes 
zu redueiren, in welchem nur noch die Grenzwerthe der Variation dgq vor- 
kommen. Um dies zu erreichen, multiplieirt man die Gleichung (7.) mit einem 
vorläufig noch unbestimmten Factor wdude und integrirt dann über die ganze 
Fläche, über welche das Integral (6.) genommen ist. Die nun anzuwendende 
partielle Integration setzt voraus, dass die Function »& mit ihrem ersten Dif- 
ferentialquotienten im Innern der ganzen Fläche stetig sei, was also hiermit 
angenommen werden soll. 

Unter dieser Voraussetzung gelangt man durch zweimalige partielle In- 
tegralion zu B Gleichung: 


0W e b ein) \ 


j a 
og | a ön \ du do 
’ög 
Sie g-uZ 1)+20(2 u, 


wobei sich das einfache Integral auf die ganze Buninane des abzubildenden 
Flächenstücks erstreckt. Das Randintegral lässt sich noch etwas einfacher 
schreiben, wenn man die Differentiation nach der auf der Oberfläche gemessenen 
Normale der Randeurve 0» und das Element der Randcurve selbst, ds, ein- 
führt. Es geht dadurch über in: 


eK) 
Sas\ am dy— w en 
I ön on 


Die gewünschte Reduction des Doppelintegrals (6.) wird nun bewerk- 
stelligt sein, wenn es möglich ist, die Function ® so zu bestimmen, dass sie 























der Gleichung genügt: 
„a 0% „b 00 


O -— —— 
Pe: bo _ a ou 
DV ee = ab(g-q,) 
(8.) —t—- — ab(g—4,)- 


i od ou 





Unter dieser Voraussetzung ergiebt sich die IRRE 


7) g en) 
) Sat (g— q,) ab du dv — Ja) — nn o\. 


Nimmt man die Function g als bereits bekannt an, so ist die Gleichung 
(8.) eine lineare partielle Differentialgleichung für &, welche im Wesentlichen 
dieselbe Eigenschaften hat, wie die Differentialgleichung für g. Die Function w 
wird also durch diese Gleichung und die Stetigkeitsbedingungen erst dann als 
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vollständig bestimmt zu betrachten sein, wenn der Werth von » am Rande 
irgend wie gegeben ist. Nehmen wir diese Bedingung so an. dass w am 
Rande verschwinden soll, so fällt in dem Randintegral (9.) der Theil weg. 


| 060g : ER 
welcher — enthält, welches in unbekannter Weise von dem beliebigen Rand- 


© 


werth dq abhängt. Dann wird also das Integral (9.) 


) /5 TERRR ı — } Ow d 
(10.) Ss g—g,)abdudı Jäs Ep )q. 


Wenn nun das Integral V ein Minimum sein soll, so muss das Integral (10.) 
verschwinden, und da in dem einfachen Integral auf der rechten Seite dq 
ganz willkürlich ist, so kann dieses Integral nur unter der Bedingung ver- 
schwinden, dass am Rande allenthalben die Bedingung erfüllt ist: 


00 
ER 


On 
Demnach haben wir unser Problem auf die Integration eines Systems 
von partiellen Differentialgleichungen zurückgeführt, welche gleichzeitig zu in- 


tegriren sind, und welches folgende Form hat: 




















a og „bog .1 oa I ob 
ae Fe ER EEE Or ae ua Cie ee 
b ov a ou b © b ou 
(11 ) ov ’ ou %% 00 ou . 
a 0 .b 00 
b_ © 1 a ou "bi \ 
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wozu die Bedingungen kommen, dass sowohl q als » mit ihren ersten par- 
tiellen Differentialquotienten im Innern des abzubildenden Flächenstücks allent- 


halben stetig sind, und dass an der Grenze dieses Gebiets: 


a 0w 
(12.) w = 0, —— 0 


on 


werden. 


$. 3. 
Ich werde zunächst nachweisen, dass durch diese Bedingungen das 
Problem ein vollständig und eindeutig bestimmtes ist. 
Um diesen Nachweis zu führen, nehme ich an, es seien für dasselbe 


Flächenstück zwei Lösungen der Gleichungen (11.) mit den Bedingungen ge- 


funden: g’, w'; q’, ". Dann müssen die Differenzen: 


2 ! » ı ’ 1 
q =0-4 P [#7 = 08 
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den folgenden Gleichungen genügen: 
„a og" „b og" 
ft} e7 a or 
oo ou 

- r — 0. 


or ou 








/ « 
(13.) j 
a co" „db oW" 
oO — —— O—— 
b oo a ou . 
-+ —= abq 


ov® ou 








nebst denselben Grenz- und Stetigkeitsbedingungen wie oben. 
Multiplieirt man nun die erste der Gleichungen (13.) mit &”dude und 
integrirt über das ganze Gebiet, so erhält man durch zweimalige partielle In- 


tegration mit Rücksicht auf die Grenzbedingungen: 


„a ow" = FOL TA 
O EN | 
b 


oder wegen der zweiten Gleichung (13.) 


0 = VIE. g "dude, 


welche Gleichung, da ab wesentlich positiv ist, nicht anders befriedigt werden 
kann, als durch die Annahme 

dd 3 
Daraus folgt dann ferner durch eine ganz analoge Schlussweise aus der zweiten 
Gleichung (13.) 

u 
wodurch der Nachweis geliefert ist, dass die Gleichungen (11.), (12.) nur 
eine einzige Lösung zulassen. 

Nachdem dieser Satz bewiesen ist, ist es auch leicht, den Beweis zu 
führen, dass der Werth der Constanten q,, welche in den Gleichungen (11.) 
vorkommt, ohne wesentlichen Einfluss auf das Endresultat ist. Nimmt man 
nämlich an, man habe zwei Functionen g’, w' gefunden, welche die Glei- 
chungen (11.), (12.) befriedigen, wenn man darin q,=0 setzt. so hat man 
bloss zu setzen g=g’+g., ®= w', wodurch die Gleichungen (11.) und (12.) 
in ihrer allgemeinen Form befriedigt werden. Man kann also unbeschadet der 
Allgemeinheit q,= 0 setzen, und hat dann nur nach der Integration q durch 
eine additive willkürliche Constante zu vervollständigen, oder was dasselbe 
ist, man hat p mit einem willkürlichen constanten Factor zu multipliciren, 
welcher constante Factor geometrisch eine Vergrösserung oder Verkleinerung 
des ebenen Bildes im Ganzen bedeutet. Die Wahl des Ausgangspunktes auf 
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der Fläche bei Bestimmung des Fehlers der Karte ist sonach ohne Einfluss 
auf die Bestimmung des besten Bildes eines Flächenstücks. 

Um diese Resultate kurz und präcis zusammen zu fassen, kann man sacen: 

Die Aufgabe: ein gegebenes Flächenstück auf eine Ebene in den 
kleinsten Theilen ähnlich und im Grossen und Ganzen möglichst treu abzu- 
bilden, ist eine bis auf vier willkürliche Constanten völlige bestimmte, von 
welchen Constanten drei eine willkürliche Lage des Bildes in der Ebene, die 
vierte eine willkürliche Grösse des Bildes (elwa eine beliebige Ausdehnung 
in einer bestimmten Richtung) ausdrücken. Man kann diese vier willkürlichen 
Constanten auch z. B. dadurch bestimmen, dass zwei beliebigen Punkten der 
abzubildenden Fläche zwei beliebige Punkte in der Bildebene entsprechen sollen. 

Die Gleichungen des Problems nehmen eine einfachere Gestalt an. 
wenn die abzubildende Oberfläche von der Art ist, dass es gelingt, überhaup! 
irgend eine in den kleinsten Theilen ähnliche Abbildung derselben auf die 
Ebene zu finden. In diesen Fällen nämlich lassen sich zwei neue Variable 
x, y als Functionen der alten «, e so bestimmen, dass sie die Gleichung 

a du +b’de® = m’ (de? + dy’) 

identisch befriedigen. Wenn man nun die Variablen x, y an Stelle der alten 
Variablen «, © einführt, so erhält man die identische Umformung: 











y_@ ow .„b ow 

O——— A ng . 

b © | a ou ab \ow oWw) 
ov cu mt or öy? )? 


und indem man an die Stelle von w in dieser Gleichung g und w setzt, 
nehmen die Gleichungen /11.) des Problems die einfachere Gestalt an: 


EL {» a\ 
em Yp\T,Y)» 








tr mm 


Hierin bedeutet y(x,y) diejenige Function, welche man erhält, wenn man in 


dem Ausdruck 





I oa n I ob 

) — oO — — 

m? b © m a ou 
ab ov ou 


die Variablen «, © durch die neuen Variablen x, y ausdrückt. Die Grenz- und 
Stetigkeitsbedingungen bleiben durch die Einführung der neuen Variablen un- 
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rn 


i ale Ow \. u . 
geändert, nur ist jetzt unter —— die Differentiation nach der Normale der 


2 

? 
Grenzcurve zu verstehen, welche in der Ebene ır, y gezeichnet anzunehmen ist. 

Das System (14.) vereinfacht sich noch weiter. wenn man irgend ein 
particuläres Integral qg' der ersten Gleichung (14.) und ein particuläres Integral 
o der Gleichung 
o’w° O’w 2 
+ — = mg 


or’ oy 


finden kann, welche nur denselben Stetigkeitsbedingungen wie die Functionen 





q und » genügen. Setzt man dann: 
q=g+g4.,. vw=w+w, 


so erhält man das vereinfachte System: 


2.1 


0° 7° 
q 4. —; an: 0. 


0x” 





(15.) 
: “rn 2 ,.? 
o’o , 0o’w um; 
= + -— = m 
ox oy’ 1; 


wo jetzt ausser den alten Stetigkeitsbedingungen an der Grenze die Bedin- 


gungen zu erfüllen sind: 


017) 





4 ' 
0W 
o”+wW=0, —— + = .O, 


on on 


Solche partieuläre Integrale lassen sich übrigens immer finden, nöthigen Falls 


durch die @Greensche Methode. 


$. 4. 

Die Form der Gleichungen (15.) zeigt. dass die vollständige Lösung 
des gestellten Problems für irgend einen bestimmten Fall, d.h. für eine ge- 
gebene Begrenzung auf einer gegebenen Oberfläche die Integration einer par- 
tiellen Dilferentialgleichung vierter Ordnung erfordert, welche man erhält, 
wenn man aus der ersten Gleichung (15.) mittelst der zweiten g’ eliminirt. 
Diese Gleichung ist zwar linear, enthält aber veränderliche Coefficienten, welche 
nur von der Natur der Oberfläche abhängig sind, aber schon in den ein- 
fachsten Fällen, z. B. in dem einer Kugelfläche, eine ziemlich complieirte Ge- 
stalt haben, so dass zu erwarten steht, dass sich der Integration in den meisten 
Fällen bedeutende Schwierigkeiten in den Weg stellen werden. Diese Schwie- 
rigkeiten fallen nur in dem einen schan oben erwähnten Fall weg, wo es 
sich um die Abbildung einer vollen Zone irgend einer Rotationsfläche handelt. 
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Die allgemeine Aufgabe der Abbildung einer Rotationsfläche ist bereits von 
Lagrange in der oben citirten Abhandlung behandelt und gelöst. 
Ist die Gleichung der erzeugenden Curve der Rotationsfläche 
« u fi) 

wo 5 mit der Rotationsaxe zusammenfallen mag, so ist auch die Länge des 
Bogens ® der erzeugenden Curve, vom Pol der Rotationsfläche aus gerechnet. 
als Function von & gegeben. demnach auch 5 und n als Functionen der Bogen- 
länge ®e. Diese Bogenlänge e der Meridiancurve und den Winkel x, welchen 
ein veränderlicher Meridian mit einem festen Meridian einschliesst,. führt man 
als Coordinaten der Punkte auf der Rotationsoberfläche ein. Für ein beliebiges 


Längenelement ds auf der Oberfläche erhält man dann die Gleichung: 
ds’ = de’+n’ du‘. 


Da nun n eine Function von ® allein ist. so setzt man: 
R: - /= — u 
nt Aura sn 


ds = ide’ -+dy’}, 
worin die Lösung des Abbildungsproblems enthalten ist. 
Die Einführung der Variablen x, y ergiebt für das hier vorliegende Pro- 


blem die Gleichungen: 





und erhält: 


'ö’g , d’g 0 
2 a T r:73, 
23 na 
et = 149. 
Ist die abzubildende Fläche eine von zwei Parallelkreisen begrenzte Zone, so 
sind die Gleichungen der Grenze e=xz,,. 2 =x,; für diese Werthe muss sein: 
1617) 





(16.) 


Da sowohl 7 als durch x allein ausgedrückt werden können, so ist die 


Annahme statthaft, q und w seien ebenfalls von x allein abhängig; dann können 
die Gleichungen (16.) durch Quadraturen integrirt werden, und die vier dabei 
auftretenden willkürlichen Constanten können so bestimmt werden, dass die 
Gleichungen (17.) an beiden Grenzen erfüllt sind. 
Ist z. B. die Rotationsfläche eine Kugel mit dem Radius 1, so ist ® 
das Complement der geographischen Breite, « die geographische Länge, und 
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man erhält: 
n=a=sinv, =1, 
ohne Einführung der Variablen x und y werden hier die Differentialgleichungen 
für q und w: 
a 
osın® De 


ou . 
sin®, 





00 
_< Ow 
OosIn® — 
ov® R 
— gsine, 


PL 





ov 


und an den Grenzen e=v, und ve =op;: 


Daraus ergiebt sich: 


ce)‘ 


q = log 
| o sın® 


und die Integration der Gleichung für »& ergiebt die nöthigen Bedingungen 
zur Bestimmung der beiden Constanten 4 und €. Da g noch durch Hinzu- 
fügung einer beliebigen Constanten vervollständigt werden kann, so komm! 
es auf den Werth von Ü nicht weiter an. 

Von dem Werth der Constanten 4 aber hängt wesentlich der Charakter 
des Bildes ab. 

In dem Falle zunächst, wo statt der Kugelzone eine Kugelhaube ab- 
zubilden ist, welche den Pol selbst enthält, in welchem @e=0 ist, hat man 
nur zwei Grenzbedingungen. In diesem Fall aber muss wegen der Stetigkeil 


von g 4=]1 sein, so dass dieser Fall auf die gewöhnliche stereographische 
Projection führt. Im Fall einer wirklichen Kugelzone, welche von den Pa- 
rallelkreisen o=vo,, @e=e, begrenzt ist, erhält man für 4 folgenden Ausdruck: 


% 


/% ä %, . # v, 
flog tg 4o.sınpde logsın®.sinv do — f logtg4vlogsinvsin® dofsin vdv 


Un q ı v0 


v a v, v, 
( Sog tg4osinode) —f(logtgto)’sin ode / sinodo 
v, U v 


v 





/ 


Wenn man nach den Formeln des $. 1 die Coordinaten U, V des Bildes be- 
stimmt, so ergiebt sich: 
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U = Cecosiu(tg io)%, 
= (sin 4u(tg io). 


Die Parallelkreise werden also dargestellt durch concentrische Kreise und die 
Meridiane durch radiale Linien, wie bei der stereographischen Projection, nur 
mit dem Unterschied, dass man zur Darstellung eines Breitenkreises keinen 
vollständigen Kreis in der Ebene braucht, sondern nur einen Bogen A.2n. 
Man kann das Bild also entwerfen auf einem geraden Kegel. dessen Kanten 
mit der Axe den Winkel arcsini bilden, auf welchem die Meridiane durch die 
Kanten und die Breitenkreise durch die vollständigen Kreisschnitte des Kevels 
dargestellt werden; dieses auf dem Kegel entworfene Bild hat man dann auf 
die Ebenen abzuwickeln. 

Diese Art der Abbildung stimmt bis auf den Werth von A mit der 
von Gauss angegebenen besten Abbildung einer Kugelzone auf die Ebene 
überein. Unser Werth von 4 geht in den von Gauss gegebenen über unter 
der Voraussetzung, dass die Kugelzone so schmal sei, dass man ohne erheb- 
lichen Fehler an die Stelle der Integrale in dem Ausdruck für 4 die arith- 
metischen Mittel der Grenzwerthe der unter den Integralzeichen stehenden 


Functionen multiplieirt mit dem Integrationsintervall setzen kann. 


Heidelberg im April 1867. 
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Ueber ein Problem der Forstwissenschaft. 
(Von Herrn A, Clebsch zu Giessen.) 





Der Umstand, dass an der hiesigen Universität auch die Forstwissen- 
schaft vorgelragen wird, hat mich zur Kenntniss eines Problems gelangen 
lassen. dessen Lösung, wie mir der Vorstand des Forstinstitutes, Professor 
Dr. Gustav Heyer, mittheilte, für die Forstwissenschaft von grosser Wichtig- 


keit ist, und welche zugleich mathematisch nicht ohne Schwierigkeit und In- 


ieresse ist. Dieses Problem findet sich angegeben in der „Waldertrags- 
Regelung“ von Carl Heyer, Giessen 1841, $. 48, und zerfällt in zwei Fragen. 
Die eine derselben bezieht sich darauf, ob und in welcher Weise allmälig ein 
bestimmter Zustand des Waldes herbeigeführt werden könne, wenn man den- 
selben hinreichend oft nach einem bestimmten Systeme abholzt, wobei natür- 
lich vorausgesetzt ist. dass am Ende jedes Jahres nur der jährliche Zuwachs 
geschlagen wird, und dass stets an die Stelle eines gefällten Baumes sofort 
ein anderer von dem Alter Null gesetzt wird. Die Zeit jedes Abtriebes ist 
von der Art der Bestände abhängig, mit denen er begonnen wird, und ändert 
sich daher bis zu jedem folgenden Abtriebe. Findet man nun, wie sich zeigen 
wird, dass die beim Beginne der verschiedenen Abtriebe vorhandenen Anfangs- 
zustände sich allmälig einem ganz bestimmten Zustande näbern, so muss auch 
die Dauer des Abtriebes sich allmälig einer festen Grenze, der normalen Um- 
triebszeit, nähern, und in der Ermittlung dieser besteht die zweite Frage. 

Um Dilferentialrechnung anwenden zu können, nehme ich an, dass nicht 
nur am Ende jedes Jahres, sondern in jedem Augenblicke der in einem sol- 
chen entstehende Zuwachs geschlagen wird, wodurch die in Wahrheit sprung- 
weise vor sich gehende Veränderung der Zustände in eine stetige verwandelt 
wird. Diese Abänderung wird an die Wirklichkeit eine um so grössere An- 
näherung geben, je grösser die Umtriebszeit ist, je kleiner also die Zeit eines 
Jahres der ganzen Dauer eines Abtriebes gegenüber erscheint. 

Die Resultate der Untersuchung sind folgende: 

1. Der Anfangszustand des Waldes nähert sich in der That allmälig 
einer bestimmten Grenze, welche zur Folge hat, dass jeder Baum in gleichem 


Alter gefällt wird. 
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2. Die Umtriebszeit, welcher die Dauer des Abtriebes sich mehr und 
mehr nähert, ist als einzige reelle Wurzel einer transcendenten Gleichung 


vollkommen und eindeutig bestimmt. 


$. 1. 
j 
Zustände während des ersten Abtriebes. 

Ich denke mir die Waldfläche in unendlich viele unendlich kleine 
Streifen getheilt, welche beliebig gekrümmt sein können, deren jeder nur Holz 
von gleichem Alter enthält, und deren jeder in einem Zeitelement dt abgeholzt 
zu werden bestimmt ist. Den Flächeninhalt des Streifens verwandle ich in 
ein Rechteck hd, und indem ich die Elemente dx in der Folge. in welcher 
die Streifen abgeholzt werden sollen, auf der X-Axe antrage, erhalte ich für 
jeden Streifen eine Abseisse x, während alle Streifen die Strecke von O0 bis 
[ auf der X-Axe bedecken, wenn hl die ganze Waldfläche bedeutet. 

Die auf dem Streifen Adx befindliche Holzmasse bezeichne ich durch 
hydx, wo y (Vorrath für die Flächeneinheit) eine Function von « ist, welche 
im ersten Augenblick bei gegebenem Zustande des Waldes gegeben vorliegt. 
Bezeichnet man zur Zeit £ das Alter des Holzes auf dem Streifen x durch x. 
durch 5 den (überall gleich vorausgesetzten) Bodenwerth der Flächeneinheit, 
durch p den Procentsatz, nach welchem der Wald sich verzinst, so wird der 
Geldwerth des Vorraths nach der Methode der Zinseszinsen berechnet mil 
Hülfe der Formel: 

y = B(1,0p"—1) = B(e""—1). 
wo 
m = lognat1, Op. 

Betrachten wir nun den Verlauf des ersten Abtriebes, welcher zur Zeil 
t=0 beginn. War im Anfange des Abtriebes das Alter der Bestände an 
der Stelle x durch 4, (Function von x) gegeben. so ist zur Zeit £ an den- 
jenigen Stellen, bis zu welchen die Abholzung noch nicht vorgeschritten ist, 
a=t+1,; an denjenigen Stellen aber, welche schon zur Zeit 7 abgeholzt sind, 
ist a=t—r; dabei ist 7 eine unbekannte Function von x, welche ausdrückt, 
zu welcher Zeit an der Stelle x geschlagen wird. Bezeichnen wir nun durch 
s den Ort, an welchem zur Zeit # geschlagen wird, so dass f, 5 in derselben 
Beziehung stehen wie r, x, so hat man 

zwischen =0 und r = 


Er y=Blert9-1), 
I: y=Bler+W-1). 


I 


zwischen =: und r 
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Der gesammte Vorrath, welcher durch Khl bezeichnet werden soll, war an- 


fanges durch die Formel 
P ä y L 7 B ! mt, 
A) KR n=nf yda, K=-7(/e de—1) 


veceben. Derselbe muss stets unverändert bleiben, daher hat man auch zu 


Zeit / die Gleichung 


Mn ER / Ye dx + / y de) 


ie 


B s m(t1—T) j m(1-+7,) 
“ z e de+[ ""Wde—l). 
o E 


oder indem man die Grösse 


MB) ee + 


K+B 
einführt. welehe für alles Folgende charakteristisch ist: 


(3.) - u | / ee "dr 7 f ort der, 
Diese Gleichung bestimmt die Abhängigkeit von £ und £&, oder die Geschwin- 
digkeit. mit welcher die Abholzung vorschreiten muss, um den Vorrath stets 
unverändert zu erhalten. Differentiirt man (3.) nach if, und bemerkt, dass für 
e—=f rin ft übergeht, so hat man: 


Be dE , m m? 
er er. ae 7 (e 6 ), 


wo auch in #, x durch $ zu ersetzen ist. In dieser Gleichung kann man 5, 


/ mit x. r vertauschen, und findet dann für 7 die Differentialgleichung: 


ie / (er we erh), 


Dies ist eine lineare Differentialgleichung für e””’; man findet aus derselben: 
Ex 31 Ex 
—— & X mi, — — 
— e! \e--/ it, da. 
0) 


Die Constante C bestimmt sich daraus, dass der Abtrieb zur Zeit {=0 bei 
x —=0 beginnen soll; man hat also =0 für 2=0, daher C=1. Und die 
Schlagzeit 7 für die Stelle x ist also durch die Formel gegeben: 


EX 
X mt,— 


2 € 
A.) "= e 1 e 
0 


Ta} ö 


Diese Formel liefert die Zustände während des ganzen ersten Abtriebs. Das 
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Ende desselben erfolgt zur Zeit T (Dauer des Abtriebs), wenn an der Stelle 
r=I geschlagen wird, und man hat also für T die Formel: 


EX 


l 
._\ „nT __ 28 ) uf — N 
9.) € Be ‚1 Au dx\. 


0 


Diese Formeln enthalten ausser dem Prozent (m = log1,0p) und dem An- 
fangszustand (Z,) nur die Zahl e, welche ein positiver echter Bruch ist, und 
den Quotienten des Bodenwerths durch den Gesammtwerth des Waldes (Bo- 


denwerth + Bestandswerth) darstellt. 


Recursionsformel für die Anfangszustände. 
Zur Zeit T, am Ende des ersten Abtriebs, ist das Alter der Bestände 
durch die Function 
= Tı 
dargestellt, und zwar für alle Werthe von 2=0 bis e=/. Mit Benutzung 


von (4.). (9.) hat man 


nr e x 
. mt,— —— 


& 
Benin e ! dx 


j 6. ) er Ban Re T) + u 


ge ee 
mi, — — 
re Te 
.. 
0 


Die Function f, giebt zugleich die Anfangszustände für den zweiten Abtrieb. 
und übernimmt für diesen genau dieselbe Rolle, welche #, bei dem ersten 
versieht. Wendet man also die Formel (6.) an, indem man #, an Stelle von 
{, selzt. so erhält man an Stelle von #, die Function #, für die Bestandalter 


im Anfange des dritten Abtriebes; seizt man #, für #,. so findet man f#,. die 
Function für die Bestandalter im Anfange des vierten Abtriebes u. s. w. Die 


Formel (6.) ist also eine Recursionsformel zur Bestimmung der Funclionen 
rd en: 
welche die aufeinanderfolgenden Abtriebe characterisiren. Ich werde an Stelle 
dieser Formel eine directe Bestimmung von £, setzen, und werde dann zeigen 
welcher Grenze diese Function mit wachsendem » sich nähert. 
Um diese Untersuchung bequemer führen zu können, führe ich an 


Stelle von £, die Function 
mi ,— Be 
o e( T) 


)  wula) = 
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ein. Mit Benutzung derselben verwandelt sich (6.) in die folgende Formel. 


welche zur Ableitung von w,,, aus w, dient: 


fi u (Ede 





£ J. ) y (x) un = 
\ j n+1\ 
1 Ef &) de 


(9.) k = ge“. 
Aus der Formel (8.) folgt, dass für »>0 immer w,(l)=1. Selzen wir 


Anz) 


(10.) v,le) = 
\ J 7 \ = .D ’ 


so geht (8.) über in 


k .. 
u d- fa 





n+1(%) 
11) u = zZ 
Ani ( ) Yn (D) BER 7 An (8) dE 


0 


Die Functionen x%(xz) sind aus (10.) nur bis auf constante Factoren bestimmt; 
wir können diese willkürlich bestimmen, indem wir an Stelle von (11.) die 


Gleichung setzen: 


12) ul) nl TS ide 


Hierdurch ist die Gleichung (11.) befriedigt; die Functionen x, aber sind mit 
Hülfe von (12.) völlig bestimmt, sobald %,(xz) gegeben ist. Ich nehme an, dass 
= Wu; Wir haben dann die folgende Reihe von Gleichungen: 


k x hr ee 

za) =1-7/ wa, 
k x c E 
2) =D TS Ed, 


na) = mA)- u 1(E)d8, 


(13.) 


Bezeichnen wir jetzt durch p(x,z) die Reihe: 
(14) 92) = Hu tt 


so können wir die Gleichungen (13.) in die eine zusammenfassen, welche 
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3 
ee“ 


entsteht, indem man dieselben der Reihe nach mit 1, = gr ete. multiplieirt: 
[) 0) 


k I 


15) ip) -1} = yl9)-/ mEO)+pE 3) -1)aE 


Diese Gleichung dient zur Bestimmung von . Differentiirt man dieselbe nach 
x, so erhält man für g die Differentialgleichung 


d.g(2,2) _ 
dx = / 





I, (2)+y(x, 2) —1 i 


| a 


aus welcher 


E.. 


s /* zs—- ae 
/ e ' w(ld)dE. 
IT 


folgt. Die willkürliche Constante Z, welche hier von 3 abhängen kann. be- 





p(&,3) =1te 'Z- 


stimmt man aus der Gleichung 
9(00,2)-1 = Zgll, 2), 


welche entsteht, wenn man in (15.) 2=0 setzt. Man findet dann 








r „2 p1,G-D 
% S u Tu en ]£ 
2 u, e TO 
( 











Z Bes . 
in 
k 
und daher 
p(z, 2) 
2 zZxX =. 
/ —_—eıT ae Er... E_x 
(16.) ( k hl 122 7 ia 8 SF: nalen 
== 1+ 2 Zen = e (DE / e w.(S)d8. 
nn ng 1_ er: 0 0 
k k 


Die verschiedenen Functionen y%, entstehen als Coefficienten der Entwicklung 
dieser Function nach aufsteigenden Potenzen von z, und man beweist leicht 
a posteriori, dass die Coefficienten der Entwicklung von (16.) den Gleichungen 
(13.) wirklich genügen. 

Den Ausdruck kann man auf die einfachere Entwicklung der Function 


17) 90,2) = Ka) H4HKle) + = 
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zurückführen, indem man setzt: 


x 


2 7 7 ee, x z A 
y(a,3) = 149 (e, 2) / I(l+2—$, 2) vl e " w(Ä)dE. 
© m 


©_ er 


Führt man hier für 9 und für e ° ihre Reihenentwicklungen ein, so er- 
giebt sich durch Vergleichung der Coefficienten 


(18.) AÄn\X) } )=A,(r)- uf. A, (U+2—5)w,(s S )ds— Ir. 1. n n—1. f\ Tue 


und daher 





Pi 


X, () Ti (+2 H)y,(Has— "1. = u 1 fe ae)" Ip, (Hd5 


mit efl 
FR n 
vv.) = e 











D-7, X, @l- Hy, Oi- oe” -n IE ap (Hdk 


Die Untersuchung der verschiedenen Anfangszustände ist hierdurch auf die 
Bildung der Functionen X zurückgeführt. 


$. 3 
Bildung und Umformung der Functionen X,(z). 


Die Functionen X,(x) sind ganze rationale Functionen von x. Setzt man 





= 4 +%3+0;33 +, 


k— ze”: 


also 





f | ! 4 23TC 2°” . 
F(z, 3) = 3(0, + 23-4 032 + )(1- 1] .. 137 +), 


so hat man 


zu. EL  _ 
u 5 22, + = 2) te +- a, ZIMN | 








X,(a2)=k 13: 


Da Terner 
SEM. zu .e. 


k—ze—* ae Br 


Se 


u eg, 








so haben die Coefficienten « folgende Werthe: 











Clebsch, über ein Problem der Forstwissenschafl. 255 





1 
Gb = Ei 
1 
u Bine & 
1 | 
u ee ee ©.2 
Y _—— RN 2 L 2 
44T mTIPTT2aR’ 
cu 1 mE .„ Bo (h—4)' 1 (_1Y 
„pp TIP TE IP TtTrTrITD1Y)- TE 23 pP 


Diese Formeln geben sofort die vollständige Darstellung der Functionen X,. 
dieser Form nicht möglich. zu übersehen. welcher Grenze 
Hierzu führt die foleende Umfor- 


Aber es ist in 
dieselben mit wachsendem » sich nähern. 


mung derselben. 
Die Functionen X, entstanden als Entwicklungscoeflieienten der Reihe 


(7,2). Aber diese ist nur dann eine Function im eigentlichen Sinne, wenn 
sie convergirt, also für solche complexe Werthe von %, für welche der 
Modul von ze”* kleiner als k ist. Ich werde weiter unten zeigen, dass die- 


jenige Wurzel der Gleichung 

se’ —h, 
deren Modul der kleinste ist, die reelle und evidente Wurzel & ist. Setzen 
—= a+vy—1, so convergirt die Reihe 9 in der «, @e Ebene innerhalb 
Man kann daher die Funelion 


wir also z 
eines Kreises. dessen Radius kleiner als & ist. 
%(x,C). wenn { innerhalb dieses Kreises liegt. als bestimmtes Integral de- 


finiren, mit Hülfe der Formel: 


y>- (2,3) dz == Ir Y Bi IE A 





I. 


2(2— 6) N 
wobei das Integral in der a, © Ebene über eine geschlossene Curve genommen 
wird, welche alle Wurzeln der Gleichung #=ze”° ausschliesst, den Punkt 


C aber einschliesst. Und es wird also 








Rp. 3 
» c $- e ! 
G( PEN br . 
T, >) m > ws 
42, 5) any—1J/ k—ze: 3—L[’ 
das Integral kann auf einen unendlich kleinen Kreis um den Punkt { zusam- 


mengezogen werden. Man kann aber dieses Integral auch durch die Summe 


der entgegengesetzt genommenen Integralreste für die verschiedenen Wurzeln 
33 * 
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der Gleichung k=ze”* verwandeln, welche innerhalb eines sehr grossen 
Kreises mit dem Radius R liegen, vermehrt um das Integral der oben inte- 
grirten Function über diesen Kreis selbst. Die Wurzeln der transcendenten 
Gleichung, welche innerhalb dieses Kreises liegen, seien 0,, 0, ... 0„. Der 
Integralrest für o, ist 


20, 


D (i 
hie: e ' ! 








(6; De (0, —1) (5; —S)(; —1) ! 


man hat also 


m —) 
“ , a j ' ,(- / dz 
d) / \ ". 
(2V.) ) \T, =) = | Je u ; ’ 
3 


tn z 


= 
\ EN = 








worin das Integral über den Kreis R auszudehnen ist. 
Wenn, wie hier vorausgesetzt wird, der Modul von £ kleiner als & ist. 
so ist er um so mehr kleiner als A. In dem Integral kann man also - 
36 


nach aufsteigenden Potenzen entwickeln, und man erhält dann dasselbe in der 


Ich werde zeigen, dass wenn x ein von Null verschiedener echter Bruch ist. 


Form: 





die Funetion 





k— ze” 
auf dem Kreise verschwindet, bis auf einen unendlich kleinen Theil, in wel- 
chem sie endlich ist; nur bei e=0 wird sie auf einem endlichen Theil des 
Kreises endlich. Die Functionen also, welche mit {, 5, ete. multiplieirt sind, 
nähern sich für grosse R an jeder Stelle des Kreises der Null. Man schliesst 
daher, dass für grosse m das Integral in (20.) immer ausgelassen werden kann. 
und dass man also setzen kann: 


m „‚(1-7) 
Hi) Bahn 


ausgenommen für e=0. Entwickelt man aber nach Potenzen von £, so hat man 


o.(1- 7) 


Hi Eu Ann 
1 (1, —1)o, 








und diese Formel ist selbst für &= 0 dem Obigen zufolge immer richtig, aus- 
genommen bei n=1, wo für e=0 eine Ausnahme eintritt. 
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Was nun die zu beweisende Eigenschaft der Function 


angeht, so convergirt dieselbe, da x positiv, für grosse Werthe von z ollenbar 
gegen Null, sobald nur der reelle Theil von z negativ oder Null ist; dann 
kann die Function mit Vernachlässigung von % durch 





ersetzt werden, was offenbar für grosse R verschwindet. Wenn dagegen der reelle 
Theil von z positiv ist, so kann man der zu betrachtenden Function die Form 


m 
SS 

| 
" 


seben, und z gegen ke‘ vernachlässigen, so dass die Form e ° erscheint, 
welche abermals gegen Null convergirt. Ausgenommen sind nur Werlhe von 3. 
für welche der Modul von e‘ mit dem von z vergleichbar wird. Zwar wird der 
Nenner nie zu Null, wenn nur. wie hier immer vorausgesetzt wird. der Kreis 
R nie durch einen der Punkte o geht; daher wird auch die Function auf dem 


Kreise nie unendlich. Aber sie wird endlich, wenn der Modul ya°+v' von 
3=u+vy—1 mit e" vergleichbar ist. Dies kann für grosse Werthe von ya'-+®’ 
nur dadurch eintreten, dass « relaliv klein gegen ® ist. Setzt man also 


u=rcospy, e=rsinp, und verwandelt dadurch das Integral in ein nach 





von O0 bis 2x genommenes, so verschwindet die zu integrirende Function 
immer, ausgenommen Werthe von g, welche unendlich wenig kleiner als !n 


oder unendlich wenig grösser als 377 sind, was zu beweisen war. 


$. 4. 
Eigenschaften der Gleichung k = ze", 

Die transcendente Gleichung, auf welche die obige Untersuchung führt. 
hat, da k=ee”“, die evidente reelle Wurzel 3—=e, welche der Voraussetzung 
nach kleiner als 1 ist. Die übrigen reellen Wurzeln findet man als die Ab- 
scissen der Punkte, in denen die Curve 

y=e 
von der durch den Anfangspunkt gehenden Geraden 


x 


Rn 
de y 
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v 


geschnitten wird. Nun hat die.Curve y=e* stets dieselbe Art der Krümmung: 
sie nähert sich der Axe —Y asymptolisch, und ihre Tangente nähert sich mit 
wachsendem x der Vertikalen. Die Tangente endlich, welche vom Anfangs- 
punkt an sie gezogen wird, hat die Gleichung 

yes; 
für den Berührungspunkt ist z=1. y= e. 
XL 


1. “iii. 
Da nun stets —->e, 50 schneidet die Gerade y = 
ı ’ 


zweimal: und zwar einmal mit kleinerer, einmal mit grösserer Abseisse. als 


die Curve y=e* 


die des Berührungspunkis der Tangente, welche gleich 1 war. Die tran- 
scendente Gleichung hat also nur zwei reelle Wurzeln; die eine, &, ist kleiner. 
die andere grösser als 1. Man hat also den Satz: 

I. Die transcendente Gleichung ee’ = ze” hat, wenn e<Z1. ausser 
der evidenien Wurzel z=e nur eine reelle Wurzel, welche stets grösser als 
l ist. Sie nähert sich mit e der 1, und wird unendlich gross, wenn & sich 
der Null nähert. 

Um die imaginären Wurzeln zu disculiren, setze ich 

3 = u+ey-1; 
die Gleichung zerlegt sich dann in die beiden: 


BE \u = ke'cose, 
(23.) | 


I've = ke*sine. 
Da die conjugirten imaginären Wurzeln sich nur durch das Vorzeichen von © 
unterscheiden, so genügt es, positive © zu betrachten. Für solche ist nach 
der zweiten Gleichung (23.) auch sine posiliv,. zugleich 

u ® ® 2 


e = = ——>e, 


ksın® sinv & 





also auch « positiv und grösser als &e, daher endlich nach der ersten Glei- 
chung (23.) auch cose positiv. Die Werthe von e liegen also in den Inter- 
vallen 2m: bis en Ber...) 

Nehmen wir einen Werth von e als gefunden an, so finden wir für 
dazugehörige a die Gleichung 

u —= ke"cosv. 
Wir finden daher diesen Werth als Abscisse eines Schnittpunkts der Curve 
y= e‘ mit der Geraden 
T 


 _- 


kcosrv 
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Diese Gerade bildet gegen die X-Axe einen grössern Winkel als die oben 
betrachtete; daher ist die Abseisse des einen Schnittpunkts kleiner als &, die 
des andern grösser als die reelle Wurzel der transcendenten Gleichung. Die 
erstere kann hier nicht die Grösse a liefern, welche grösser als & sein sollte: 
daher hat man ferner den Satz: 
II. Die reellen Theile der imaginären Wurzeln von k= ze" sind 
stets positiv und grösser als die von & verschiedene reelle Wurzel der Gleichung. 
Was die imaginären Theile der Wurzeln angeht, so können dieselben 
nach dem Vorigen nur in den Intervallen 
D.:.4n, Zu...Ir, An...In, ete. 


liegen. Es entsteht die Frage, ob in jedem dieser Intervalle Werthe von 


liegen, und wie viele. Um dies zu untersuchen, eliminire ich aus (23.) die 
Grösse «. Man erhält dann für o die Gleichung: 


v ’ 
Br 2 , sın® h 


® 
Die Wurzeln dieser Gleichung betrachte ich als Abseissen der Schnittpunkte 


der Geraden „= k mit der Curve 











x . 
— nr 
= 8» 
J x 
Nun folgt aus dieser Gleichung 
dy ——— (© — sinzcosz)’-+ sin'z 
de f z’sinz 


In den oben angegebenen Intervallen ist dieser Ausdruck stets negativ; daher 
fällt die Curve in diesen Intervallen beständig; es kann daher in jedem nur 
einmal y = k werden, also in jedem nur ein Werth von © existiren. Setzen 
wir nun die Grenzen der Intervalle ein, so finden wir: 








zı 2 
sed :y=e, =; :9=—: 
IN 2 
er ehr DE u Da dk 
In 2 
z=An:y=ox, ge—:y-z: 
JIL 


1 x ; 1 
Da nun >e, so kann im ersten Intervall niemals I=7 werden. wohl 


0) 


aber in jedem der andern. In dem ersten Intervall liegt also kein Werth 
von v, in den anderen je einer. Wir können die Intervalle noch beschränken, 
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- 


Sn 9n 


indem wir statt der Grenzen DR 


etc. die entsprechenden Wurzeln der 


Gleichung 


einsetzen. Für diese wird immer 





also kleiner als nn, und die Wurzeln e liegen also zwischen 2mzrı und den 
entsprechenden Wurzeln der Gleichung S—etg5=0. So haben wir noch 
den Satz: 

III. Die imaginären Theile der Wurzeln der Gleichung k = ze” liegen 


einzeln in den Intervallen 











er In In 2 137 
BR. 5: An... De 5, ee. 


und sind jedesmal kleiner als die entsprechenden Wurzeln der Gleichung 
Essig =Q. 

Diese Eigenschaften beweisen alles, was oben benutzt wurde. Die 
kleinste Wurzel ist e; die übrigen liegen so, dass sie durch passend gewählte 
Kreise R getrennt werden können, und die Radien der letztern wachsen bis 
ins Unendliche. 


(irenze, welcher die untersuchten Functionen mit wachsendem » sich nähern. 
Die in $.3. zuletzt gegebene Form der Functionen X, ist sehr geeignet, 
um den Ausdruck zu ermitteln, welchem bei wachsendem » diese Functionen 
sich nähern. Bezeichnen wir durch o die von & verschiedene reelle Wurzel 
der iranscendenten Gleichung, durch o, die übrigen, so ist 
TE ER  ERT 


Ale) = —ı (Ge Zz-De ı* (or —1)07 


| (7) (2 nl), )' 
= u ee ;: a u 3 


RE NR E’ > ’ 
Nun ist nach dem Vorigen der Modul von —_ Immer kleiner als 1; daher 
h 


x w De... x 
nähert sich (—) mit wachsendem » der Grenze Null, und man kann für 
h 














sehr grosse » die Function ÄX,(x) erseizen durch den Ausdruck 
Le) 
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-- er) 


X,(2) = -R|- + pa | 


Ge (s—1) 0’ 


Auch hier wird noch das zweite Glied dem ersten gegenüber beständig kleiner: 





aber da, wie man sehen wird, die von dem ersten Gliede herrührenden 
Theile in den Functionen w,(z) sich zerstören, so muss man das zweite bei- 
behalten. 

Selzen wir den Grenzwerth von X,(x) in die Function Zn(x) ein. so 
erhalten wir: 








Br Re 9 Ede 
wre) = ne der 
Z FR zum. id 
(24.) ( FR. ( ° s + - ai En ne ds 
Ar (e —1)e"-1 (e—I)ar1y 7° 


1 4 ze En n—l 
Eu 5 Bu“ —/S e I ) Yu(s)ds. 
0 


Nun ist der erste Theil des von O bis / genommenen Integrals mit Rücksicht 
auf den Werth von w, (7.): 


1 g—x z 
& = 2 Gadakal 20 
7 l ) u ’ 
) f e er") JE FERN e ( | rf et) JE 
Ik (e —1)e"! y I(e — 1)er1 >. 
0) 








Aber nach (3.) wird, wenn wir t=(, und also auch $=0 setzen: 


I L A 
— de e"'s dE. 
€ . 


0 


Daher nimmt das untersuchte Glied den Werth 


(7) 
(e —1)e" 
an. und hebt sich sich gegen das erste Glied in y,(z) auf. Es bleibt also: 








x ’ 

0" : (7) of! .:— a ia 0" WE—a\ 

en (1-2/e (Hd). — (77) Wls)as. 
0 0 


Das erste Glied rechts ist hier von dem Index » bereits unabhängig; das 
zweite nähert sich mit wachsendem » der Grenze Null. Denn erstlich wird 
jedes Glied des Integrals mit einer immer höheren Potenz des echten Bruches 


T . 1°. . an B 
—— multiplieirt; zweitens nähert sich auch der Ausdruck 
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0" 
a 








fortwährend mehr der Null, wenn man einen Werth von » erreicht hat. 
welcher grösser als o ist. Für grosse » kann man also endlich setzen: 


kr oe er 7) 


e] 
.] - 
Ö [j a 
FR L_ a l + TR c 
1.2) = 4 Gar t-TfE TOR), 


Daher wird nun auch 








i s 
An (2) RR! 
DD En: WW, (2) ae 8 ( I ) 
und endlich 
= 2 
Pol == v,(x) az, “ Re ee 


oder 





EN o—:/, € 
{ 4 \ nr ” Fr 
(@5.) .. Se m (1 I ) 


Diese Gleichung lehrt, dass die Abtriebe bei wachsendem n schliesslich 
von dem Anfangszustande des Waldes (t,) völlig unabhängig, und ihrem Ver- 
lauf nach völlig gleich werden, da ihre Anfangszustände einander gleich sind. 

Setzt man diesen Ausdruck von Z£, für 4, in die Formel (4.),. so er- 
hält man für die Schlagzeit 7 bei dem aus grossem » hervorgehenden »or- 
malen Betriebe: 


also 








Es wird also jeder baum in gleichem Alter gefällt; und dieses Alter. 


die normale Umtriebszeit, erhält man, indem man die von Null verschiedene 
reelle Wurzel u = 0—e der transcendenten Gleichung 
ee" = u+e 
durch lognat1,0p dieidirt. 
Die so berechnete Umtriebszeit ist etwas verschieden von derjenigen 
a, welche die in der Forstwissenschaft übliche Formel 


1 emru__ { 


eu.0,0p 
liefert. Dieser Unterschied rührt davon her, dass wir nicht jährliche, sondern 
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stetige Nutzung angenommen haben. Aber diese Differenz ist äusserst gering. 
namentlich wenn die Umtriebszeit einigermassen gross ist. Bezeichnet man 
die oben abgeleitete Umtriebszeit durch T, so ist unsere Formel 

1 erT_1 

. T.lognat 1,0p 





Nun ist 0.0» sehr klein, lognat1,.0p von 0.0» nur um eine Grösse verschie- 
den. welche von der Ordnung (0.0p)’ ist. Daher kann man auch setzen 


T = ull—me), 


wo das hinzugefügte Glied wegen des Factors m eine kleine Correction giebt: 
und man findet 
1 
2(e+um—1) 
eine Grösse, welche um so kleiner ist, je beträchtlicher die Grösse der Um- 
triebszeit « ist. 

Die Formel (25.) stellt übrigens den einzig möglichen Anfangszustand 
dar. welcher sich stets unverändert bei jedem Abtriebe reprodueirt. Sucht 
man nämlich aus (6.) eine solche Funclion 4,. welche gleich /, ist. oder aus 
(8.) eine Function w,, welche gleich ,,, ist, so sieht man zunächst aus (8.). 
dass diese Function ihrem Differentialquotienten proportional wird. Daher ist 


1 


sie eine Exponentialfunetion; dasselbe tritt daher bei e”" ein. und man kann 


seizen 





eo anne et" une A "m 7) 


ein. so findet man 


nt 


Führt man dieses in (6. 


\ 
A=1, ee"=u+te, 


was zu beweisen war. 


S. 6. 


Modificationen, welche bei Benutzung der einfachen Zinsrechnung eintreten. 
Bei der Methode der einfachen Zinsen, wird die Formel 
y = B(1,0p'-1) 
ersetzt durch die Formel 
y = B.O,0Op.u. 
Man kann diesen Fall immer als speciellen Fall des vorigen ansehen, und 


zwar auf folgende Weise. Nehmen wir an, der Zinsfuss p sei unendlich klein, 
34 * 
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der Bodenwerth B unendlich gross, ihr Product aber endlich, und zwar gleich 
dem Producte eines fingirten endlichen Bodenwerths B’ mit einem fingirten 
endlichen Procent p'. Dann erhält man aus der ersten Formel: 


y- B(1+ ud, Op+5(0, 0p)?..-—1) — Bu.0,0p = B'.u.0, Op’. 


Für X erhält man nun den Ausdruck: 
1 1 7 
IK= Bf (e""—-1)de = B/ mi,dıc = B'.O, op/ t,d«, 
© 6. 0 


welcher endlich bleibt. Aber da B unendlich gross wird, so hat man 


BE SEE A 


K-+B B 
unendlich wenig von 1 verschieden. 


Was nun die Vorgänge des ersten Abtriebs betrifft, so findet man an 
Stelle der Formeln (4.). (5.), (6.) die folgenden: 


x 


1 ae 
T = elf e 'ı,ds, 


0 





*] Be. 7 
T = ; f e ! I,d, 


0 


ES ie 
1=T-7= ef e Tnda-e fe Tide}. 
0 


0 


Für den normalen Zustand hat man 


(*6.) he 0.0 d-T) 


wo u die von OÖ verschiedene Wurzel der Gleichung 





ee" = u+e 
ist. Da nun e nahe an 1 rückt, so rückt nach $. 4 auch o=u-+e nahe 
an 1, und « selbst ist also von O sehr wenig verschieden. Während man 
also bei der Berechnung der imaginären Wurzeln der transcendenten Gleichung 
ohne Weiteres e=1 setzen darf, so darf doch bei der Berechnung der reellen 
Wurzel dies nicht geschehen; vielmehr erhält man 


1 K eu —1 
— l4g = ä 








=14+., 
also 


Bi 
FE 
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Setzt man dies in die Formel (26.) ein, so findet man 


2K 2K | 
- ze) 70,8 U1-7) 


Die Umtriebszeit ist also durch die Formel 


2K 


 ; 0, Op' 





gegeben. 
Ich übergehe die bei den andern Punkten der Untersuchungen ein- 
tretenden Modificationen, welche leicht zu finden sind. 


Giessen, den 14. April 1867. 
































Sur l’ordre des conditions de la coexistence des 
equations algebriques a plusieurs varıables. 


(Par M. Samuel Roberts & Londres.) 


Le beau m&moire de M. Jongquieres sur les problemes de contact des 
courbes algebriques (ce journal, Tome LXVI, cahier 4) me donne l’occasion 
d’oflrir des resultats auxquels, de mon cöte, je suis parvenu independammen! 
en faisant usage d’un prineipe analogue ou plutöt identique. Les questions 
dont je m’oceupe, se rapportent a l’ordre des conditions necessaires pour que 
les equalions donnees puissent coexister. Pour demontrer ou pour decouvrir 
plusieurs theoremes relatils a des fonclions generales (mais toujours algebriques) 
on substitue au systeme donne un systeme de facteurs lineaires. Par exemple, 
si S &quations, renfermant % variables independantes, doivent avoir une so- 
lution commune, il est permis d’emplover, au lieu de ces @equations, S produits 
composes de facteurs lincaires, en observant que l’ordre des conditions de 
coexistence ne peut changer de valeur aA cause de cette restriction. 

L’ordre dun systeme de conditions explicites, dont le nombre n’est pas 
pius grand que le nombre des variables quelles renferment, est le produit 
des degres des @quations de condition. Mais en cas que les conditions se 
Irouvent implicites et qu'on introduise des systemes elrangers par notre pro- 
cede d’elimination. l'ordre du systeme sera le produit des @quations derivees 
moins la somme des ordres des systemes eirangers. Par exemple, si l’on a 
simultanemen! 

& Ar+by =. 
2.) Ac+By =VQ. 
3. A’z+B'y = 0 


el quon @limine x, y successivement entre (1.), (2.) et entre (1.), (3.), on aura les 
conditions AB—AB=0. AB"—A"B=0, en introduisant, cependant, le systeme 
ötranger A=0, B=0. Pour obtenir l’ordre net, il faut soustraire l'ordre 
de ce dernier systeme de l'ordre des equations derivees. Encore, si l’on a 
simultanement 
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4.) Axz +By +03 =(, 
5.) Az +By+Cz =0, 


6.) A’c+B'y+l"z =(, 
7.) A’cz+B"y+0"z = 0 
et qu’on elimine x, y, 3 entre (4.), (5.), (6.) et entre (4.), (5.). (7.) successivement. 
le resultat sera d’un ordre connu. Mais, le systeme 
A_B_cC 


aeg Tc 





etant Etranger, il faut soustraire l'ordre de ce systeme de celui que nous venons 
de trouver. 
Soit propose le systeme lineaire 
A,xc+B,y | 
A,2+ byy 
A;z+By\=Q, 


A,2+B,y 
ou Ars As, ... A, sont constanis, mais ou D,. B,, ... B, designent des 
fonctions du degre « a l’egard d’autres variables, et qu’on demande l’ordre 
des conditions de la coexistence du systeme, c’est-a-dire des conditions ne- 
cessaires pour que les equalions puissent avoir une racine commune. Dans 


—1 En effet. si l’on 


ce cas, il est aise de montrer que l'ordre demande est «' 
admet que l’ordre des conditions relatives a un systeme de s—1 e&qualions 
formees d’une maniere semblable, soit @’”* et qu’on considere 1° le systeme 
renfermant les s—1 premieres equations, 2° le systeme renfermant la premiere 


et la derniere des equations, on trouvera l'ordre a" 


‚ en prenant les ordres 
de ces systemes, savoir «@’", «, et en multipliant l’un des resultats par l’autre. 


Le systeme etranger est 
A, Zn 0. 


B, = 0, 
A;ac+B,y \ 
A;2 + b;,y | 


A_ı z + B_, Y | 


On voit la meme chose en eliminant x, y entre la premiere et la seconde, la 


N 
f 
ö 


\ 
R 
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premiere et la troisieme etc. des equations. En ce cas, la correction generale- 
ment eflective s’&vanouit, et un facteur de l'ordre du seul systeme etranger 
sera l’ordre de (A,=0, B,=0), qui est nul. On voit facilement que la for- 
mule est vraie pour s=2, s=3, ce qui demontre la proposition. 


Supposons maintenant que les leitres A,,. A,, ... A, designent des 
fonctions des degres u,, 4, .... «u, par rapport aux variables secondaires, ei 


que les lettres B,,. D,, ... B, designent des fonctions des degres w,-+e, 
15+@, ... ,+@ par rapport aux memes variables. Il est important d’ob- 
server que l'ordre des conditions dont nous nous oceupons,. ne depend que 
des degres des coefficients et qu'il ne depend point de leurs formes speeifiques. 
D’apres cela, on peut supposer que les coefficients de chaque equation 
A, +B,y= 0 contiennent un facteur du degr& «u, par rapport aux variables 
secondaires. Dans cette supposition, l’ordre des conditions deviendra 


(.A.) a te F(u)+a "<(u)t+eS = (u)+<& (M); 


sil’on represente par I (u) la somme des produits des quantiles u,ur... u. 
prises p ap, en faisant usage du resultat precedent. En effet, on voit que 
le systeme peut coexister en cas que ! des equations prises arbitrairement 
coexistent, et que les fonctions s’&vanouissent, par lesquelles on multiplie les 
equations restantes. L’ordre particulier, quon obtient dans cette supposition 
est ae" & (u), ei lordre total s’exprime par z [az (u)] si Von fait usage 
d’une notation bien connue. Par consequent, la formule (A.) exprime l’ordre 
cherche dans le cas general. 

Si l’on remplace «, par a+u,, 1, par a+1,, u, par a+ u, et ainsi 
de suite, je remarque que l’expression (A.) peut se mettre sous la forme abregee 
D»), 

le symbole D indiquant l’operation 


.& da » 5 da ) R. ‚5 da E | - | fd 
Ei 


Ni) II(s— 2) al a > ae =) 


et $ etant ecrit a la place de 





s | ee s—? y } ' N F>,N 
a ta = (u) +4 =(u)t ta (u)+ (u) 
Je remarque aussi que le resultat conservera la m&me forme dans le cas ou 
on substitue P’ au lieu de I(uw),. P” au lieu de & (u), P'’ au lieu de = (u 
l 2 


et ainsi de suite, substitution qu’on fait afın d’exclure des solutions &trangeres. 
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Soit propos& un systeme de s @qualions lineaires. renfermant k variables 
independantes, savoir 


Az+B +6,94 +7, +Va = 0. 
A,2+B,, +04 T,2,_ı+ V.8%; — (). 
A, z+B,0 +0,04 + T,x<,_,+V/; 2 == 0. 


A,c+B,., +0,24 +T, ou, +V.e =). 


les ordres des A,. A;. As. ... A,, par rapport aux variables secondaires. 6tant 


. 1) r S > P) > ‚ 
Bıs Bis Mrs :-. 5 ceux des B,, Br, B,, ... B, ötent wm, ta,. m.+0,, 


J 


+0, -.. 4,70; ceux des C,, C,, C;, ... C, etant m, +%, +, 
U3+0, ... 4,40%; et ainsi de suite, jusqua V,, V;. V;. ... V,, dont les 
ordres soient u, +0,, 15a +%,, Wu;+4,, ... u,t0,. 

En representant par S,(e,) Ja somme des puissances et des produits 
de &,. %, ... a, dordre p, je dis que l'ordre des conditions de la coexistence 
du systeme propose est 


B) S(o)+ S ()Elu)+ S ()E(u)+---+$(0) E (n)+ lu) 
——k Pa l s—k—2 2 si ° De 


Admettons que cette expression convienne a un tel systeme renfermant k—1 
variables independantes, et considerons d’abord le systeme donne en exeluant 
les termes V,&,, Vai, --- VXı. Dans ce cas on a, par hypothese, pour 


l’ordre 
Yy 4 \ u / N / wr/ \ 2 j E ; ’ 3 F \ 
Ss (Mt Ss (ut S (1) (u) He +81) (u)+ - (4), 
Ss—#H Ss—K N—l— > 1 — Kamm i 


expression qui est de la forme 

BA) et tasıP+aQı P'+ete. 
Mais. en tenant compte des termes exceptes, le systeme secondaire dont nous 
venons de trouver l’ordre a l’egard des variables secondaires, se trouve de 
l’ordre 1 a l’egard des quantites x,_,, ©,. Outre cela, il nous faut observer qu’en 
admettant z,_,,. x; dans ce resultat, on admet toujours linerement o,—«,_, 
(il est permis de poser 0, > 0;_,) a lordre des coefficients affectes de x,. 


Par exemple, soit donne le systeme simple 


A,c+B, +0: 
ee 0 
Act+Batcm| 
A,2+B,2+C,2: 
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P} 
7" 
































en regardant @,—«,_, comme constant. 
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on obtient le systeme derive 





A, (BB, + 0,2) — A, (B,2ı+ 08) 
A (Be, +02)—-A (Ba, +G)} > 0 


A, (B; T} rn ÜU,%>) . A, ( B, T| - C, %;) J 





dont l’ordre, par rapport aux variables contenues dans les coefficients, est 

++) ++) ++), Cest-a-dire +0 +0" +0"; 
mais il faut faire une correction de cet ordre,. en substituant 

a+uiP+aP"+P". 
En cas que celte quanlit& ne soit pas decomposable en trois facteurs nume- 
riques et entiers, trois equalions a des indices enliers ne peuvent representer 
les conditions. tout de meme que deux &quations renfermant deux variables 
independantes a des indices enliers ne peuvent representer un nombre premier 
de poinls a moins quils ne se rangent sur une droite. Maintenant, en con- 
siderant le systeme binaire entre «,_,. z,, on apour l’ordre des conditions de 
coexistence 
D'(#'). 

en eerivant. pour abreger, &’ a la place de l'expression (/.) et en indiquan! 
par le symbole D’ loperation suivante 


( e_9 id ® da . 


\ de;_ı a ER da,_ı | 
. + (0, — 0,_1) me. 


DH6—k+1) \ II(s—k) 


RN. 


+ (1) —— 


( 
1 2 E 1) 








Il n’est pas difficile de voir que ce resultat peut se mettre sous la forme 


(B.). Car on a, dune maniere symbolique: 
u. a 
(Rx Or—1) er — (a: — &r:—1) 2 ze 
y = Y Y ef ) Kan Y ni f / \ 
E ven S,(&1)=E ; at S ler )tete.+8,(@,2)} 


p Pin; a 0 / \o 
=,+0% Sı(,_,)$ ete.+9»,(d,_:) 











et il resulte de la qu’on aura 
d 
ar — U. - £ ce 
} derı [4 R a— a, / a. y u, 
h ine (065 5) SER — — is; ete. +8, _,(@,_, 
er p\"k-1 en + a ı( k 2)+ I on _1\ Ur, 
un. S,_ı(%) 
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Mais nous avons deja montre que la formule (B.\ convient A un 
systeme binaire; ce qui complete la demonstration. 

M. Salmon est parvenu, par induclion,. au m&me resultal. en l’6tablissant 
rigoureusement dans les cas ot s=4+2, s=k-+3*). Au reste la formule 
est vraie. evidemment, pour s=Ä-+1. 

Designons maintenant par 

P,(Ac+Bxr,+C0%+--Tx,_,+TVe, 
un produit de © facteurs dune forme semblable a celle qui se trouve repre- 
senlee. Si l’on a le systeme simultane 

P,. A,e+B, +0,29: + + Nn2_\,+Y®) = 0, 
Er \p, A,c-+ B; 2, + U, %; +"+BR NT \; D, )= 6 


“ (Az+B+0,%+-+T,0,_,+V,x oO 


m 


les lettres A,. As. ...; Di, B,. ... etc. conservant leurs significalions pre- 
cedentes, et quon propose de trouver loordre des conditions n&cessaires pour 
que ces &@qualions puissenl avoir une solution commune. 

On a, tout d’un coup, pour l'ordre cherch& 


PER 
mm;...m, Z (Sl) & (u ). 
(= ' Su Sn 


Car on peut former m,m,...m, systemes lineaires distinets en prenant loujours 

un facteur de chacune des &quations. Or, si l’on developpe les produits. on 

obtiendra des fonctions dans lesquelles les coefficienis des x", 2”, ... x” 
m l 


seront des ordres mt. Malta, ... m,t, respeclivement, ceux des x" x. 


m —1 


ar, ... 2”, seront des ordres m,w+0,, Mytts-+ 0. ... mu tt,, el 
ainsi de suite. 
Donc, en mettant 4, au lieu de m,u,. 4, au lieu de m,u,. etc.. je dis 
qu’on aura pour l'ordre propre a un systeme general la valeur 
T=s—k r 
(C.) mım...m,. 3 (S (a) 2 (—)} 
ti 1 sk Mm 


ou. ce qui revient au möme, 


\ S (o,)mım,....m, + S (0)Zum....m+ S ()Zu um;...mt 
(C' ) s—k s-k—1 s—k—?2 
| +S(,)Zutau, 1m... Mm, + Zu... UM. -M, 


*) Voyez ses „Lessons introductory to the modern Higher Algebra“, ddition 
seconde, p. 229. 


3 * 
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2 hy ’ ai 2 ; 
En cas que _— soit un nombre fractionnaire, on peut observer quon 
pP 


obtiendra le m&me resultat en distribuant l’ordre 4, entre les facteurs d’une 


maniere quelconque afın d’eviter les expressions fractionnaires. Il est ne- 


cessaire, seulement, que les inerements «@,, «@, «,, etc. demeurent les memes 
dans tous les facteurs. 

Appliquons tout de suite la formule (C’.) a un exemple. On propose 
de trouver l’ordre des conditions necessaires pour qu’une courbe algebrique 
puisse posseder un point de rebroussement. 

Soit u,= 0 l'equation de la courbe, «, etant une fonction du degre r, 
homogene a l’egard des coordonnees trilineaires x, y, 3. Supposons, de plus, 
que le coefficient du terme alfecte de x” contienne d’autres variables au degre 
o, el que l’ordre du coefficient d’un lerme quelconque Eeprouve les increments 
C, @, toutes les fois que le terme est aflecte de y, z respeclivement, en sorte 
que le coeffieient de x’”'y est de l’ordre g+.,. celui de @’”’yz’ est de l’ordre 
0o+ 0, +20,. et ainsi de suite. 

Il faudra que les coordonnees d’un point de rebroussement salisfassent 
aux equaltions 








N du, du, du, du. d’u, d’u, ) 

vz dy — 

4, k=?2, r—1 au lieu de m,. m». 
m, respeclivement, 2(r—2) au lieu de m;; 0, o+a,, 04%, 2o-+2a, au lieu 


de dy de da’ 


2 


 \dex dy 


Ainsi, mettons dans la formule (C’.) s= 





de &,. 4a, 43, U. De cette maniere on obtient l’ordre des conditions de 


coexistence sous la forme 
.. | 2(r-Ne+e)3o+ata)+2(r—1)(r—2) (30’+2 (0,+0,)0 + @10,) 

€ .) ; , \ , \ s 9 ‘ \ , ww = 7 * 

UA 2(a,+0,)}(r-1)’(o+a,)+(r-1)’(r-2) (3o+e,+a,)1+2(r-1)’(r-2)(eit+02t 0102). 


Mais il faut observer que les coordonnees d’un point double situe sur la droite 
(3=0) satisferont aux conditions (y.). Par consequent, on doit soustraire 
l’ordre qui apparlient a ce cas. 

On a, par rapport a un tel point double, 


du, du, du, 





En er a un 
L’ordre de ce systeme est par ((C'.) 

b) Fr -N)Be+r!(e +m)o+mm)+(r—1) (dot, +m)a,+(r-1)ei. 
Nous devons prendre le double de ce resultat parce quil se rapporte a un 
point double. Enfin, on a 
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((a.)—2(b.) = 12 (r—1)(r—2) 9° +8r (r—1)(r—2)(a,+0;) 0 
+?2r (r—1)(r--2)\(r+1)a, + ?2r (r—1)’(r—2)\(e + 02), 
ce qui est l’ordre cherche. 

Pour donner un autre exemple de l’application de la formule generale 
yue nous venons d’etablir. on propose de trouver l’ordre des conditions ne- 
cessaires pour qu’une surface algebrique puisse posseder un point double tel 
que le cöne tangent soil compose de deux plans (c’est-ädire le point double 
doit eire bi-planaire). 

Soit Y,=0 l’equation de la surface, V, etant une fonction du degre 
r, homogene a l’egard des coordonnees quadri-planaires x, y, 3, w. On sup- 
pose que le coefficient de x’ est de l’ordre o a l’egard d’autres variables el 
que les increments des ordres des coefficients par rapport ä y, 3, w sont «,. 
&,, 0, respeclivement, en sorte que l’ordre, par exemple, du coefficient de 
ve yzw soil 9+0,+20,+0;,. Les conditions auxquelles les coordonnees 
d’un tel point double bi-plzuaire doivent salisfaire, sont 
dV, dV, dV. MR, 


(3. a — = — — 
er, dx dy dz dw #=V, 








la lettre 4 etant ecrite pour le determinant 
| d’V, d’V, d’V, | 


| 
2 9) 





dx dedy’ daxdz 


I 


ı d’V, d’V, d’V, 


. Ba 


dydz 





dedy dy’ 
"Te. URBReR." 
dedzs’ dydz ’ dz’ 








| 
| 
| 
| 


Par consequent, nous devons mettre dans la formule (C.) s=5, k=3, r—I 
au lieu de m,, m». m;, m, respectivement, 3(r—?2) au lieu de m;,, 0, 0+0,. 


040%, 0+0;, 3o+2a,+2o, au lieu de w,, Ur, Us, Ay, 45. N resulte de la 
que l’ordre du systeme se met sous la forme 


| (r—1)’(r—2) |60°+3 (a, +; +0)g +, + 0,0; +0, 0,! 

+4 | +(r—1)’(4o+0,+ + a,)(3o+20,+ 20.) 

Me +++ 0,){(r—1)’(3o +20,+20,)+3(r—1)’(r—2)(do +++ 0;)} 
| +3(r—1)'(r— 2) (ei +05 +05+ 0,04 054 0,05). 

Mais il faut observer que les coordonnees d’un point double situe dans le 


plan («= 0) satisferont aux conditions (d.). Par consequent on doit soustraire 
du resultat obtenu ci-dessus le double de l’ordre propre au systeme 





ei 
3 
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dV, dV, dV, dV, 








de dy di de RE 


En mettant dans la formule (C'.) s=4, k=2, et en substituant r—1 a la 


c 





place de m,. m,. m;. m, respeclivement, 0, 0+0%., 0+%, o+.e;, a la place 
de t,. a. 3. 1, respeclivement, on aura 

h (r—1)?160°+3(0,+0+ 03)0-+ @,,4+ 0,034 0,05) 

I-Hr—1 (+0) do+m+m+0)+(r—1 (ei +05+0;). 

Enfin. on trouve 


b'. 


(@.)—2(b'.) = 30 (r —1)”/r—2)o’+15r (r—1)’(r— 2), + 0.4 0,)0 
I +r(r—1)’(r—2) (3r+2) (0,0: +0,03+0,0,) +3r(r—1)’(r—2) (ei+e)+o; 
ce qui est l’ordre cherche. 

Le m&me procede que nous venons d’emplover peut s’etendre au cas oü les 
systemes d equalions doivent avoir deux ou plusieurs solutions distinctes communes. 
Prenons le systeme 
P„ As+B,2+C2) = 0, 

P„As+Bz+02) = 0, 
P„A+B;2, +62) = (0, 


y —_e . u u 
en supposant que A,,. B,. C, designent des fonclions des degres —, —- +01. 
1 l 
u, M u s re 
— +, que A;, B;, C, designent des fonctions des degres  , 
N 
i i l 
u, N ei u, de Me. 
—- +02, et que A,. B;,. C, designent des fonetions des degres —. +0, 
m, m z 
< 3 > 
u 
> 0ü,. 
m j 


> 


Considerons, premierement, un systeme qui contient deux facteurs quel- 
conques de chacune des equations, savoir: 
RL = 6, 
R,.L., =VQ, 
K..L, = 0 
en representant par les lettres les facteurs respectils. Ce systeme nous 
donne l'ordre 





u i 3 n 2 
A| —— + —: E= — +0,+0,) ou Ay“. 
2 3 


Mm, 


Car on a, par exemple, les deux systemes 





K, L, | 
K; — 0, L» = 0 
K; L, 





qui nous donnent lordre 9. Il y a quatre systemes analogues. 
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Considerons, en second lieu, un systeme qui contient deux facteurs de la 
premiere equation, deux facteurs de la seconde ei un facteur de la derniere, savoir 


Kb =®6, 
Rn... u 
K; = U 


d’ou l’on tire, de la meme maniere que ci-dessus l’ordre = 2y'. 
Considerons, enlin, un systeme qui conlient deux facteurs de la premiere 
equation et un facteur de chacune des aulres, savoir 
RE, = 


I; ee 0, 
RK; — 4 
u, AGU, | u, , M, 
equations d’ot nous ltirons l’ordre #e) we +40) —+— )+40,0; 
m, m,m, Mm, m.’ 


en faisant coincider K,. K,. Il s’agit maintenant de determiner les multipli- 








caleurs numeriques des ordres que nous venons de trouver. On obtient., par f 
le caleul des combinaisons, les expressions 
m,.m, (m, — 1) (m, —1) (m, —1) m,.m,.m, (m, —1) |)(m, — 2) m, m,m,(m, — 1 
d.2)° ‚2 (2 7 


Done. en formant les termes symetriques, on aura, pour l’ordre des conditions 
a remplir pour que le systeme donn&e puisse avoir deux solutions distinctes 
communes (mais peut-etre infiniment voisines), l’expression suivante 

| m, m,m. 


2 
/ \ N, 
(D.) 
\ “7; 
\ / 


1 %9/ \ MM, ,/ RP, , M\, 
(m, —1 (ke N) Br) + —— —- (0, 70%)\| — + — )+0,03](° 
SER \ 1 ) m, +i° m, ı ) | l 2 \ 


m,m, m, m, 








/ 4 \/ f l 2 
[m -1)(m.—1)(m;—1)-+ =(m,—1)(m,—1) mt A 1: 1g- -«,) 


m, 


Je dis done que ce resultat n'est autre chose que l’ordre des conditions 
propres a un systeme de trois equations generales des degres m,. m,. m;. 
les coefficients de x", x”, x” etant respeclivement des ordres u,. I. ;. 
ceux de cz" ""x,, 2” "'z,. 2” "'x, etant respectivement des ordres u, ta. 1u-+0,. 
4,+0a,, et ainsi de suite; en d’autres termes, cest l’ordre des conditions ä 
remplir pour que trois courbes planes puissent avoir deux intersections communes. 

La formule s’accorde avec celle que M. Salmon a trouvee en suivant 
une route differente *). 


mm 





*) Voyez ses „Lessons introductory to the modern Higher Algebra“, &dition 
seconde, p. 238. Dans une note vers la fin de ce livre l’auteur a bien voulu faire 
mention de la methode de ce me&moire. 
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les m&mes procedes nous conduisent a une formule plus generale, 
applicable au systeme (7) en faisant s=A+1. Il n'est pas necessaire d’entrer 
dans les details de la methode qui ne differe pas de la pr&ecedente. L’expres- 
sion deviendra 





K(m,—1)(m,—1)...(m,_—1)+ [m —1)(m;—1)...(m—1)+-- 











| ja +3(m —1) (m; —1) ıl=# + za] 
j ‚ i Mx-41 M;+1 


e Ur-1 U N / ! 
+Z(e)(S(E) EL) + E(o), 


1 N Mızi m, 
Proposons-nous d.appliquer la formule (D.) a la determination de l’ordre des 
conditions necessaires pour qu’une courbe plane puisse avoir deux points doubles. 
Les coordonnees dun tel point satisferont aux &@quations 
dU, dU, dU, 


de dy ds ni 


> 





si nous conservons notre notation precedente. 
Mettons, donc, dans la formule (D.) obtenu ci-dessus r—1 au lieu de 


m. MM. m, respeclivement, 0, 94%, +0, au lieu de u,, 1. u, respective- 
ment. De la on obtient Pad 
F—N)er—D’Er+D 
2 
90°+67(0,+0)e+3(r—1)(,02)+2(7—1)(0+0,)+2et+ 20400.) 





Bo+tr(a te) 


, e—A)(r—2) 
D) I 


Mais il faut soustraire de ce resultat l’ordre propre a un point de rebrousse- 
ment, savoir la quantite (e.). Enfin, il resulte que l’ordre demande est 
(r—1)(r—2)(r+1)Bo+r(a, + 0;)] 
Fr—Ner—2 ß Br ic 
BUN % eine 6)a, + 2r(2r—3)(ej+ 0)]. 








Proposons-nous de trouver l’ordre des conditions necessaires pour qu’une sur- 


[face algebrique V,—= 0 puisse avoir deux poinis doubles. Il faut mettre 
dV, dv, dV, dv, 








de u d& de 
En posant, donc, dans la formule (D'.) k=3, et en substituant r—1 au lieu 
de m, Mr, mM;, m, respectivement, 90, 0+4, 0+%, g-+a, au lieu de u. 
Un, U, 4, 0Nn A 


Fr—1)’r 7 Ze [404 (0, +0 + ,)r!”+ m a 240° +120(0, +0,40) 








:3(07+03+05)+2(0,0,+0,03+0303,)+(r-1)(120+3(0,+02+0,)+4(r-1)”’(@,02+0,03+003)}; 








Roberts, conditions pour la coexistence des equations. 277 


En retranchant de ce rösultat l’ordre (c'.) qui se rapporte ä un point double 
biplanaire, on obtient 


F-DE-IEHD ta 12 (1)’Cr- 
— art Me er) — = 


+3r (2r—3) (a ++ 0;)+2r(2r +3) (0,0, +00; +03). 


2) 7 \ 
i360°+18r at 054 0,)0 


= 





ce qui est l'ordre cherche. 

On pourrait etendre la methode a plusieurs problemes du m&me genre. 
En suivant la m&eme voie je suis parvenu a l’expression de l’ordre des con- 
ditions necessaires pour que quatre courbes planes puissent avoir deux inter- 
sections communes. A present je ne veux donner que l’expression de l’ordre 
des condilions necessaires pour que trois courbes planes puissent avoir trois 
points communs. En conservant la notalion que nous avons employce ci- 
dessus, l’ordre s’exprime comme il suit 


(m, —1)(m, —2)(m, —1 Km, —2)(m,-I)(m,—2) 



































2.3 
(m, -I)(m,—1)(m,—2)(m,—1)(m,—2) 
un 2 
— (m, -1)(m, -2)(m,—1)(m,—2) | 
en 2.3 Bi \ 
mım.m,/ = | EI 
‚a, (m -I)lm, -2)(m,-1)(m,-1) kin. MELDE 
ar RE RT 
ı y (m, - 1)(m, -2)(m, -1) 
mini), AL er | 
+ 2 53 +4(m 1) m; —1)(m;—1) 
uf (m, —1)(m, —2)(m, —1)(m, —1) (m, -I)(m,—2)(m,—1) , (m, -1)(m,-1) 
— m Mmım, 2 > + 5 + 5 





i 


\/ / \\fAı |, Mr, Ms Ä )(& 9 Mı[(M: A) 
m 1) m. — gr ee te ne 


em m m \m, m, 


f M; u R u u; u ! 2 
+Felı 1 (ar0,)(2ı + Fr) + 03+0,0, 
i 


m,m, Mm, m, 











m, —1I)(m, —2 3 2 Bi 
aa, 2 = — ) ( e +31 (0,4 0) (3 Dir ygAr -) 


3 2 2 1 
m‘ mim, m) m, m, 


+ (a+ + 0; 0) (3 a +. + (01 + + 00,+ 0 e‘)) 
i 


+ m, m.m; Z (m, —1) (m;—1) - En E= u) + 2): 


Journal für Mathematik Bd. LXVIL, Heft 3. 36 
















278 Roberts, conditions pour la coexwistence des equations. 


L’etablissement de ce resultat n'est pas tres-difficile, mais il demande ne- 
cessairement un procede assez long, vu quil faut considerer sept especes de 
systemes elementaires. En representant des facteurs hypothetiques des equations 
par des lettres. on peut designer les syst&emes el@mentaires comme il suit 


A.B.C A.B.C A.B.C A.B.C A.B.C A.B.C A.B 


D.E.F D.E.F D.E.F D.E D.E D D.E 
(.H.K G.H (i (G.H (i (r (7 


De cette maniere, le probleme se reduit a la determination des ordres propres 
a des systemes lineaires. 

Il est evident qu’on peut resoudre beaucoup de problemes particuliers 
au moyen des formules generales que nous venons de trouver. 


i4. Fevrier 1867. 





Londres. 





Untersuchungen über Strahlenquadrupel *). 
(Von Herrn O. Hermes.) 


m 
W enn man einen beliebigen Punkt eines von den vier ein Strahlen- 
quadrupel bildenden windschiefen Strahlen (1.). (2.). (3.). (4.). etwa den Punkt 
p des Strahls (1.). mit einem zweiten Strahl. etwa (2.). durch eine gerade 
Linie verbindet, welche nöthigenfalls verlängert den Strahl (3.) durchschneide!t 
und von dem auf (2.) liegenden Punkte y dieser Verbinduneslinie geradlinig. 
den letzten Strahl (4.) durchsebneidend, zum Strahl (1.) zurückkehrt. oder kürzer 
ausgedrückt. wenn man vom Punkte p des Strahls (1.) geradlinig über (3.) nach 
2.) geht und dann über (4.) nach (1.) zurückkehrt, so ist der dadurch auf (1. 
bestimmte Rückkehrpunkt p, (i. d. vorigen Abh. p,,) im Allgemeinen von dem 
Ausgangspunkte p verschieden. Sollen die Punkte p und p, zusammenfallen. so 
ist dazu entweder eine besondere Laoe des Ausgangspunktes p erforderlich. 
nämlich auf einer der beiden, alsdann reellen, Leitlinien des durch das Strahlen- 
quadrupel bestimmten Strahlensystems der ersten Ordnung und der ersten 
Classe. oder es müssen die vier gegebenen Strahlen selbst eine besondere 
Lage zu einander haben. Die dazu erforderliche Bedingung (pag. 162) ist 
ganz unabhängig von der Lage des Punktes p auf dem Strahl (1.). so dass 
also bei dem in Betracht gezogenen Strahlenquadrupel Ausgangspunkt und 
Rückkehrpunkt zusammenfallen, von welchem Punkte des Strahls (1.) man die 
Construction beginnen mag. Das Strahlenquadrupel heisst alsdann Ayperbo- 
loidisch, weil sich durch die Strahlen desselben ein Hvperboloid legen lässt. 
Eine erste Ergänzung dieser Eigenschaften der Strahlenquadrupel hat 
sich ergeben beim weiteren Verlolge der gebrochenen Linie pgp;. indem man 
von p, als neuem Ausgangspunkte geradlinig zuerst über (4.) nach (2.) geht 
und dann über (3.) nach (1.) zurückkehrt: wenn man jetzt und für die Folge 
von der besonderen Lage des Ausgangspunktes p auf einer der Leitlinien ab- 
sieht. und es soll der neue Rückkehrpunkt p,. — der frühere Rückkehr- 
punkt soll von nun an mit dem Index 1, also als der Punkt p,. bezeichne! 
werden. — mit p zusammenfallen, so muss eine bestimmte Bedingung erfülli 


werden (pag. 164). durch welche ebenfalls die Lage des Punktes p auf dem 


*) Zusatz zu der Abhandlung p. 153 dieses Bandes. 
36 ” 
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Strahl (1.) ganz willkürlich gelassen wird. Das Strahlenquadrupel heisst als- 
dann schliessend. — Die betreffenden Eigenschaften der Strahlenquadrupel noch 
weiter zu verallgemeinern, ist der Gegenstand der vorliegenden Untersuchung. 


8. 1. 


Die Strahlen des Strahlenquadrupels seien (pag. 161 und 162) gegeben 
durch die Gleichungen: 
\ i=d, A \ 0,  „.It=aWw+Puw, Pen t= ake0e+ Ppuw, 
"Ie=0, "lo=0, “" = yuv+0diw, " Mu=ywo-+ dh, 
und zur Abkürzung eingeführt: 
I.) Au—hu=A edih,-Pyumn=B, 


welche homogen und vom ersten Grade sind in Beziehung auf die Constanten 
/, « und 4,. «,: ferner sei der auf (1.) gegebene Ausgangspunkt: 
p: t=u=-0, —=—., 
so wird (pag. 162) der Punkt 
v Bo, — 6 Aw, 


RT 





s 
nunmehr ergiebt sich weiter der zweite Rückkehrpunkt p,; ,„ wenn man stalt 
ec, und ww, bezüglich Be, — Pd Aw, und Bw, —ay Av, einsetzt, nämlich: 


I-u=0, ı- BaZ2#5ABo, +apyd A, 


Ta B’w, — 2ayABo, + aßyo Aw, 





Ps: : 

Setzt man die bisher durchgeführte Construction noch weiter fort, in- 

dem man p, als neuen Ausgangspunkt betrachtet, so wird der dritte Rück- 
kehrpunkt: 


ae AP. B’v, — 320 AB’w, + 3aßyo A'Bo, — aß’ yö’A’w, 
B; Be er 3ay AB’v, + 3afyd A’Bw, — a’fy’d A’r, o 





w bw, 





und so lassen sich nach ganz einfachem Gesetze fortschreitend die Ausdrücke 
für immer spätere Rückkehrpunkte bilden. Diese Ausdrücke gestatten eine 
sehr vortheilhafte Darstellung, wenn man in ihnen die Glieder mit v, und w, 
zusammenfasst; alsdann nämlich werden für den zuletzt betrachteten Rückkehr- 


punkt p; die Factoren von e, und w,. abgesehen von den Factoren 2, PY 
und ad: 


(B+yeßyd.A)’+(B-— yaßyd.A) und (B+ yapyd.A)—(B—-yapyd.A):; 
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also wenn man noch zur Abkürzung: 
(6.) aßyd =W, Bb+,9A=]1. B—- 0.4 = M 

einführt, wo demnach auch Z und M homogen und vom ersten Grade in Be- 
ziehung auf 4, u und A,. «, sind, so ergiebt sich für die ersten Rückkehrpunkte 
ri v (L-+Mov —Ad(L—Mw, 
Ps: ’ » HTE+NMN)w—aorL—NM)o, ’ 
m © L’+ MN)v,— BI(L’—M’w 
ee a ee. 

: (L’+M)w— ey(L’— Mo, 





und ganz allgemein für den #" Rückkehrpunkt: 


/ 7 \ ps . f BRUR 0 © if (L* + M nr v, Ea% 50 (L* M k) ıv, 
\ ., 3 . - JE D — 2 — ars gr — 
wir w (L' r m ‚w — ay(L} — MN) D, 





Alle diese Gleichungen sind in Beziehung auf L und M und demnach auch 
in Beziehung auf 4 und « homogen, und es bleiben darum die Werthe von 


Ü . m . r . . 
— bei veränderlichen Werthen,. sowohl von 4 und u, als von 4, und u.. 
2 - u, | 


wo 


. . T . . 7 . y . 
sanz dieselben, wenn die Verhältnisse — und dieselben Werthe beibe- 
r u 


u, 


halten. Wenn man also die Strahlen (3.) und (4.) durch andere Strahlen des 


durch das Strahlenquadrupel bestimmten Strahlensystems der ersten Ordnung 
. fr} Ö k R m . 
und der ersten Ülasse var, erselzt, jedoch unter Festhaltung der Bedin- 


gung, dass die neuen Strahlen den bezüglich durch die Strahlen (1.), (2.). (3. 
und (1.), (2.). (4.) bestimmten Hyperboloiden zugehören,. deren Gleichungen 
die Parameter 4 und « nur in ihrem Verhältniss enthalten (pag. 162). so 
bleiben die Rückkehrpunkte p, ungeändert. 

Verfolgt man den zur Construction der Rückkehrpunkte p, einge- 
schlagenen Weg in entgegengesetzter Richtung, d. h. geht man vom Punkte 
p zuerst geradlinig über (4.) zum Strahl (2.) und dann über (3.) zum Strahl 
(1.) und so weiter, so gelangt man, und zwar durch einfache Umkehrung 
der Ausdrücke für die Punkte p, zu ganz analogen Gleichungen für die Reihe 
der Rückkehrpunkte p; (pı; pag. 162). Allgemein ergiebt sich: 

(k) , dv _ (L’+MNo, + AdC(L*— M’)w, 


8) 29. Heu. u: | oz 
Be a BF We 





Der Kürze wegen möge noch gesetzt werden: 
(9) LZ+M'=B, D-M= A; 


alsdann werden die Gleichungen der Rückkehrpunkte beider Art der KA" 
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Ordnune: 


Daum, I Add, 
10 \Ps . Zn — D 10 cn Bw, — ayArv, 


u D.w, + ay Aıt 








- . er . . (k) 
Hieraus ergeben sich für den zum Ausgangspunkte p in Beziehung auf p, und 
p, econjugirten harmonischen Punkt p’ (pag. 176) die’ Gleichungen: 


p': ! Se 2 0. 4 _—- Bow, 


In aydv, 





welche ganz unabhängig sind, sowohl von den Werthen der Parameter 4 und 
«, als von der Ordnungszahl % der betrachteten Rückkehrpunkte, und demnach 
auch vollständig den früher (pag. 172) erhaltenen Punkt p’ darstellen. Man 
hat also den Satz: 

Wenn man von einem beliebig auf dem Strahl (1.) eines Strahlengua- 
drupels (1.). (2.). (3.). (4.) gegebenen Punkte p aus zuerst geradlinig über 3. 
zum Strahl (2.) geht und dann über (4.) wieder zum Strahl (1.) zurückkehr! 
und von dem liückkehrpunkte p, aus dieselbe Construction wiederholt, und 
wenn man ferner von p aus zuerst geradlinig über (4.) zum Strahl (2.) geht 
und dann über \3.) wieder zum Strahl (1.) zurückkehrt und vom Rückkehr- 
punkte p, aus dieselbe Construction wiederholt, so mag man nach dem ersten 
und dem zweiten Verfahren nach kmaliger hückkehr zum Strahl (1.) auf 
diesem bezüglich zu den Punkten p, und p. gelangt sein: — alsdann isi 
der zum Anfangspunkte p in Beziehung auf jedes Punktepaar pP und pP 
conjugirte harmonische Punkt derselbe, welches auch der Index k sein möge. 
und ebenso seiner Lage nach ganz unabhängig von den Parametern 4, u und 
h,. 4, der Strahlen 3.) und (A.) des Strahlenguadrupels, so dass diese sich 
also durch jede zwei beliebige Strahlen des Systems (=. 2) (pag. 158) er- 


setzen lassen. Die Punktepaare p, und p, ferner sind conjugirte Punkte 
eines Imvolutionssystems und bleiben unverändert dieselben, wenn man den 
Strahl 3.) oder den Strahl (4.) des Strahlenquadrupels durch eine beliebige 
(ieneratrix desselben Systems der bezüglich durch die Strahlen (1.). (2.). 3. 


und \1.). (2.). (4.) bestimmten Hyperboloide ersetzt. 


$. 2. 
Fälli einer von den Rückkehrpunkten p, oder p, mit dem Ausgangs- 
punkte p zusammen, so ist das Strahlenquadrupel schliessend. Die dazu er- 
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forderlichen Bedingungen zwischen den Parametern A, vw und A,. u, der 
Strahlen (3.) und (4.) ergeben sich sofort aus den Gleichungen (7.) und (8.). 


sr (k) p. . 
Nämlich der Punkt p, fällt mit p zusammen, wenn 
(L’+-M®)o, — BOCL— MYw, 


(LY’-+-M®) Ya ay (L*- M' rn, i 








w, 
woraus sich die einfachere Bedingungsgleichung 
(vyo—Pdw) LU—-M) = 0 
herleiten lässt. Das Verschwinden des ersten Factors bedingt für den Aus- 
gangspunkt p eine Lage auf einer der beiden Leitlinien des durch das Strahlen- 
quadrupel bestimmten Strahlensystems (pag. 158). kommt also hier nicht in 
Betracht, so dass die einzige Bedingung für das Zusammenfallen der Punkte 
(k) . 
p, und p wird: 
11.) L-M=0. 

Diese Bedingung ist ganz unabhängige von den Constanten e, und w,. 
durch welche die Lage des Punktes p auf dem Strahl (1.) bestimmt wird. so 
dass, wenn sie erfüllt wird, der #“ Rückkehrpunkt mit dem Ausgangspunkte zu- 


sammenfällt, wo dieser auch auf dem Strahl (1.) gewählt sein mag. Ferner 


ist aus der Uebereinstimmung der Form der Gleichungen (7.) und (8.) der 
Rückkehrpunkte pP und p, sofort zu entnehmen, dass die Gleichung (11. 
auch die Bedingung dafür ist, dass die Punkte p, und p zusammenfallen. 
was andrerseits als selbstverständlich zu bezeichnen ist. weil man unter 
Voraussetzung des Zusammenfallens der Punkte p und pi” beim Rück wärts- 
verfolgen des zur Construction von pP von p aus erforderlichen zusammen- 
hängenden, aus lauter geraden Linien bestehenden Zuges zum Ausgangspunkte 
p als einem Rückkehrpunkte p, gelangen muss. Man kann demnach ein 
Strahlenquadrupel, bei welchem der %#“ Rückkehrpunkt mit dem Ausgangspunkte 
zusammenfällt, als ein schliessendes Strahlenquadrupel der k" Ordnung be- 
zeichnen, welcher Bezeichnung entsprechend jede vier hyperboloidische Geraden 
ein schliessendes Strahlenquadrupel der ersten Ordnung bilden. 

Es ist nicht ohne Interesse, die Gleichung (1.) noch näher ins Auge 
zu fassen. Die linke Seite derselben ist bekanntlich eine ganze Function von 
L und M, welche sich in soviel irreductible Factoren zerlegen lässt, als die 
Zahl k Theiler hat, die Zahlen 1 und % mit eingerechnet: alle diese Factoren 
haben ihre bestimmte Bedeutung, insofern sie gleich Null gesetzt die Bedin- 
gung dafür sind, dass bereits frühere Rückkehrpunkte, deren Ordnungszahlen 





B 
2 
x 




















284 Hermes, über Strahlenguadrupel. 





Theiler von %k sind, mit dem Ausgangspunkte zusammenfallen. Es fällt näm- 
lich z. B. der zwölfte Rückkehrpunkt p“'” mit p zusammen, auch wenn bereits 


(1) (2) (3) (+) 


‚„ p”, p“ oder p“” mit p zusammenfällt, weil man in jedem dieser 
Fälle durch öftere Wiederholung der Construction bei der zwölften Rückkehr 
zum Strahl (1.) in den Ausgangspunkt p wiedereintrifft. 

Als einfachste Beispiele seien aufgeführt die Bedingungen schliessender 
Siralhlenquadrupel mit den Ordnungszahlen: 
k=1. L—M =0 oder A=(. 


k=2Q, Ü-M=0 - A.B=0, 

k=3. Z?-M’=-0 - AßBB+@A)=0, 

k=4. *—-M=0 - AB(B+a@A)=0, 

k=5, Z2’-M=-0 - A(5B+10oBA+@AN)=0, 

k=6b, W-M'=0 - AB(3B+0oA')B+384’)— 0, 

k=12, U’-M"=0 - ABbiS3B+0@4')B+@A')\ B+3@4A’')(B+140B’ A+@’A' 


—(), 
aus welchen jedesmal leicht die Bedingung für schliessende Strahlenquadrupel 
einer bestiimmten Ordnung im engeren Sinne zu entnehmen ist. 


Nunmehr könnte die Frage aufgeworfen werden. ob es möglich ist 


he) 


dass ein späterer Rückkehrpunkt p' anstatt mit dem Ausgangspunkte p, zu- 
erst mit einem Rückkehrpunkte p”’, wo also <k, zusammenfällt. Eine 
einfache Betrachtung zeigt, dass diese Frage verneint werden muss. Es ist 
nämlich charakteristisch für die Construction des von p ausgehenden zusammen- 
hängenden Zuges. dass derselbe in seinem ganzen Verlaufe unzweideutig ist. 
also vom Ausgangspunkte bis zum Rückkehrpunkte p'” die dazwischenliegen- 
den Rückkehrpunkte p’, p'. . .. p"”” durchläuft, deren Bezeichnung durch 
den Index 3 oder 4 zu vervollständigen ist, jenachdem die erste Rich- 
tung des Zuges über den Strahl (3.) oder den Strahl (4.) hingeht: denn dieser 
Zug setzt sich in seinem ganzen Verlaufe zusammen aus geraden Linien. 
welche je einen bestimmten Punkt der Strahlen (1.) oder (2.) bezüglich mit 
den Strahlen (2.) oder (1.) verbinden und zwar so, dass dabei ein bestimmter 
von den Strahlen (3.) oder (4.) durchschnitten wird. deren Construction also 
bekanntlich, jeden Doppelsinn ausschliessend, darauf hinauskommt, durch den 
auf (1.) oder (2.) bestimmten Punkt und den Strahl (3.) oder (4.) eine Ebene 
zu legen, welche bezüglich den Strahl (2.) oder (1.) in einem zweiten Punkte 
der gesuchten Geraden durchschneidet. Ebenso gelangt man umgekehrt vom 
%" Rückkehrpunkte zum Ausgangspunkte, indem man der Reihe nach die Rück- 
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(k—1) k—2) 


kehrpunkte p'", p"”°,.... p”, p' zurücklegt, ohne bei irgend einem Brechungs- 
punkte des zu verfolgenden Zuges aus dem zuerst eingeschlagenen Wege 
ausweichen zu können. Wollte man jetzt annehmen, dass etwa der 4" Rück- 
kehrpunkt mit dem A" zusammenfallen soll, wo <A ist, ehe der Zug den 
Ausgangspunkt wiedererreicht hat, so würde man beim Rückwärtsverfolgen des 


(*) aus entweder den Weo 


Zuges von p über p®, p””®, ... vom Punkte p 
über p""” oder p””" einschlagen können, jenachdem man den Punkt p” als 
den im anfänglichen Zuge auf p"'=” oder p”" folgenden Rückkehrpunkt an- 
sieht, was dem eben dargestellten Charakter dieses Zuges widerspricht. 
Dasselbe Resultat ergiebt sich sofort aus den Gleichungen (7.) und 8.). 
Wenn nämlich, der vorigen Annahme entsprechend, die Rückkehrpunkte p" 
und p” zusammenfallen sollen, so muss die Gleichung: 
(L"+M")o, — Ad(L"—MNw _ (L‘+MNYo, — Pö(L*— MYw, 
(L’+MN)w—ay(Lh—M')e,  (L*+MNw — ay(L*— M*) v, 








erfüllt werden, woraus sich nach den gewöhnlichen Reductionen ergiebt: 
(ay 0; — Bd wi) ( LM)” (IF+— M**) = 0. 

Man kann hier, wie früher, vom ersten Factor absehen, so dass nur 
die letzten Factoren in Betracht zu ziehen sind. Wenn zunächst die Bedingung 
LU"—M** = 0 
zur Geltung kommen soll, so ergiebt sich (Gl. (11.,), dass bereits der (k—h)" 
Rückkehrpunkt mit dem Ausgangspunkte zusammenfällt, was der Forderung 
widerspricht, dass zuerst ein Zusammenfallen des 4"" Rückkehrpunktes mit dem 
h‘“" stattfinden soll, andererseits aber, wenn man diese Forderung fallen lässt, 
in der That das Zusammentreffen der Punkte p“ und p“ bedingen kann, weil, 
nachdem einmal der (k—h)' Punkt in den Ausgangspunkt eingetreten ist, auch 
weiterhin jede zwei Rückkehrpunkte zusammenfallen, deren Indices sich um 
(k—h) oder ein Vielfaches von (k—h) unterscheiden. 

Die zweite Bedingung 


(12.) LM=0, odr P-aA=0, 


lässt sich, wie folgt, umformen: 


(Yad.a+yPy.u\(yad.a—yPpy.uNlyaed.a+yPßy.u)yad.a--yPy. u) = 0. 
Wenn einer dieser Factoren, welche nur bei reellen Leitlinien reell 
sind, verschwindet, so wird (pag. 158) der den zugehörigen Parametern A, 
u oder A,, «, entsprechende Strahl (3.) oder (4.) eine der Leitlinien des 


Systems, d. h. durchschneidet derselbe die Strahlen (1.) und (2.), was der 
Journal für Mathematik Bd. LXVL. Heft. 3. 37 
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ursprünglichen Annahme eines aus windschiefen Geraden bestehenden Strahlen- 
quadrupels widerstreitet. Also: 

Ein Strahlenquadrupel ist schliessend von der k'“”" Ordnung, sobald für 
einen bestimmten Ausgangspunkt p der k'“ Rückkehrpunkt wieder mit p zusam- 
menfällt. 

In jedem schliessenden Strahlenquadrupel können die Leitstrahlen (oben 
(3.) und (4.)) zur Construction der Rückkehrpunkte vertauscht werden, ohne 
dass das Strahlenquadrupel aufhört schliessend zu sein. 

Das Zusammenfallen eines späteren Rückkehrpunktes mit einem früheren 
ist nicht möglich, wenn nicht bereits der Ausgangspunkt wiedererreicht worden ist. 


S. 3. 


Es darf nicht besonders hervorgehoben werden, dass bei den in den 
vorhergehenden Paragraphen besprochenen Constructionen die Strahlen (1.) 
und (2.) vertauscht werden können, wie bei den schliessenden Strahlenquadru- 
peln von den Strahlen (3.) und (4.) der eine die Stelle des andern einnehmen 
konnte. Man kann desshalb zur Vereinfachung des Ausdruckes auch hier die 
ersteren. sowie die letzteren als Gegenstrahlen von einander unterscheiden. 
Diese Bezeichnung gewinnt eine neue Bedeutung, wenn sich nunmehr noch 
weiter ergiebt, dass auch bei den jetzigen allgemeineren Constructionen das 
Strahlenpaar (1.) und (2.) mit dem Strahlenpaar (3.) und (4.) vertauscht 
werden kann (vergl. pag. 170). 

Um dieses darzuthun, mögen die Coordinaten in der Weise transfor- 
mirt werden, dass die Strahlen (3.) und (4.) auf ähnliche Art ausgedrückt 
werden. wie bisher die Strahlen (1.) und (2.). Man setze dazu: 

t—-akve—Puw=t, t—-aol,r—Puw=o, 
u—_yuv—-Ikw=u, u-yur—d,w=w, 
wo f', «, v', w' noch mit gewissen Constanten multiplieirt sein können. Wenn 
man jetzt zur Abkürzung 
ar ml, adh—Pywi=Cı., 
ad (A— A, —Py(u—u) =C—-2B+C=N 
einführt, so erhält man zum Ausdruck der alten Coordinaten durch die neuen: 
N.v = I(hM-A)(F-V)— Pu —u)(W—w'), 
N.w = a(,—4)(W—w)— lu —u)(t—e), 
N.t (G— B)t+(C—-B)v— aß AlW— w'), 
N.u (G— B)W+(C—-B)w— ydA(t—r!). 


l 


I 
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Vermöge dieser Gleichungen lassen sich jetzt, wenn der gemeinschaftliche 
Factor N fortgelassen wird, die Strahlen (1.) und (2.) folgendermassen dar- 
stellen: der Strahl (1.) durch die Gleichungen: 
GE = Bo'—oß Aw und C,u = Bo'—yd Ar, 
und der Strahl (2.) durch die Gleichungen: 
t-v =0 und W-w =0. 


Also wenn man statt C,f und C,«' bezüglich !' und «' einführt, wobei zu be- 
merken ist, dass der Factor C, = «d4)— yuj nicht verschwindet, so lange 
der Strahl (4.) nicht mit einer Leitlinie zusammenfällt (pag. 158), so werden 
die Gleichungen der vier Strahlen des Strahlenquadrupels : 


t = Bo — ap Aw, E=Cır, is | e—=0, 
(1°.) (2°.) (3°.) “ 
u—= Bo — yo Av, u= (mw, eh, o=(, 
wo noch zur Vereinfachung von den neuen Coordinaten die Indices wegge- 
lassen sind. 
Wenn man jetzt von einem beliebig auf dem Strahl (3.) angenommenen 
Punkte r aus: 


über den Strahl (1.) hin die gerade Linie zieht bis zum Strahl (4.), so wird 


dieser im Punkte s, getroffen: 
t Bo, — aß Aw, 
RE Te 





und wenn man von einem beliebig auf dem Strahl (4.) gegebenen Punkte s aus: 
s v=w—=0, ——=—, 


über den Strahl (2.) hin die Verbindungsgerade mit dem Strahl (3.) zieht, 
so ist deren Fusspunkt r, auf dem letzteren: 


sn: t=eu=(), —=— 


Aus diesen Fundamentalgleichungen ergeben sich leicht die gesuchten 
Relationen. Dem Früheren entsprechend werde der erste Rückkehrpunkt, 
welcher sich auf dem Strahl (3.) ergiebt, wenn man erst vom Punkte r dieses 
Strahls geradlinig über (1.) zum Strahl (4.) geht und dann in einer zweiten 
geraden Linie weiter über (2.) zum Strahl (3.) zurückkehrt, nunmehr r, ge- 


nannt, dagegen r,, wenn man bei dieser Construction die Rollen der beiden 
37 * 
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Leitstrahlen (1.) und (2.) vertauscht. Die Bedeutung der späteren Rückkehr- 
punkte Mr. r” und ri. ri, ... vr’ ist alsdann von selbst klar. 
Für diese Punkte ergeben sich jetzt ganz allgemein die Gleichungen: 


‚(k), t=u=0 FR, (L’+M®)o, — ap(L— M)w, 
eg: HE m EINGo ri Mo, ’ 


Lug. © _ + MYe, +aßll— Mm, 
ns 07 e (D.+MYw+työlL‘—MYo, ° 


wo L und M die frühere Bedeutung haben. 











Die aus diesen Gleichungen zu ziehenden Folgerungen liegen auf der 

. . . k k 

Hand. Als der zum Punkte r in Beziehung auf die Punktepaare r, und r\ 
conjugirte harmonische Punkt ergiebt sich hier der Punkt: 


® ÜaDWw 
r: t=u =. ve _ “pw 
Ww yo, 
Was aber hier vorzugsweise von Bedeutung ist, die Bedingung. dass einer 


.&) 


' (k) 
der Rückkehrpunkte r, 


oder r, mit dem Ausgangspunkte r zusammenfällt, 
ist. abgesehen von der besonderen Annahme 
voor —-oßw =, 

welche für die nunmehrigen Coordinaten dem Punkte r eine Stelle auf einer 
der Leitlinien anweisen würde, ebenfalls 

L—M* = 0, 
also ganz dieselbe, als sich früher (Gl. (11.)) ergeben hat als Bedingung 
dafür, dass einer der Rückkehrpunkte p} oder p} mit dem Ausgangspunkte 
p zusammentrifft. Ein gleiches Resultat würde sich ergeben haben, wenn man 
von einem beliebigen Punkte s des Strahls (4.) aus die Construction begonnen 
hätte. Es ergiebt sich demnach der Satz: 

Wenn ein Strahlenquadrupel nach einer bestimmten Anzahl von Um- 
läufen schliesst, indem man von einem beliebigen Punkte eines der beiden 
Gegenstrahlen (1.) oder (2.) ausgeht, so schliesst dasselbe ebenso nach derselben 
Anzahl von Umläufen, wenn man von einem beliebigen Punkte der Gegen- 
strahlen (3.) oder (4.) aus die Construction beginnt, oder kürzer: 

Bei einem schliessenden Strahlenguadrupel von einer beliebigen Ordnung 
kann man jedes Paar von Gegenstrahlen als Leitstrahlen anwenden. 


$. 4. 


Um die Eigenschaften der Strahlenquadrupel nunmehr noch durch die 
Projectionstheorie zu entwickeln, sind auch die Brechungspunkte des ge- 
brochenen Zuges pp}p3...p, und pp,p}...p‘ auf dem Strahl (2.) in Betracht 
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zu ziehen. Dieselben seien bezüglich &, 9» 9» -:. qQ”’ und q. 9, 
dis + , so dass also jede vom Strahl (1.) über (3.) zum Strahl 2.) 


41) 


und dann über (4.) zum Strahl (1.) gezogene gebrochene Linie p{ p\ auf 


dem Strahl 2.) den Brechungspunkt g{”’ und ebenso jede vom Strahl 1.) 
über (4.) zum Strahl (2.) und dann über (3.) zum Strahl (1.) gehende ge- 
brochene Linie pp’*" auf (2.) den Brechungspunkt g{” hat. Die gegen- 
seitige Beziehung der Punkte eines zweiten Systems P®, P®, 0", 0" ist 
demnach selbstverständlich. 

Alsdann tritt als Fundamentaleigenschaft eines Strahlenquadrupels die 
folgende auf: 

l. Wenn man von zwei beliebig auf dem Strahl 1.) gegebenen Punkten 
p und P aus geradlinig einmal über (3.) hin nach (2.) geht und dann über 
(4.) nach (1.) zurückkehrt, und dann umgekehrt zuerst über 4.) hin nach |2.) 
geht und von da aus über (3.) zum Strahl (1.) zurückkehrt, durch welche 
Constructionen sich als Brechungspunkte auf dem Strahl (2.) die Punkte q;, q, 
und Q;, Q,, sowie auf (1.) die Rückkehrpunkte p,. p, und P,, P, ergeben, 
so sind die drei Punktepaare 

p und P, p; und P,. p, und P; 
conjugirte Punkte eines Involutionssystems. 

Die Richtigkeit dieses Satzes ergiebt sich sofort daraus, dass man so- 
wohl die Punkte p;, p, P;, P, als die Punkte p, p;, P, P, als schiefe Pro- 
jectionen der Punkie g;, 94, O5, Q, bezüglich auf den durch die Strahlen \1.,, 
ı2.), (4.) und (1.), (2.), (3.) bestimmten Hyperboloiden betrachten kann, dass 
also die beiden Punktsysteme p, p, P;, P und p, p., P, P, projectivisch 
(homographisch) sind und demnach p und P, p; und P,, p, und P; als con- 
jugirte Punkte in Involution stehen. 

Verallgemeinert heisst der Satz: 

II. Wenn man die im Satze (l.) angegebene Construction nach beiden 
Seiten hin von den Punkten p und P aus wiederholt, so sind auch jede vier 
gleichvielte Rückkehrpunkte p{” und P\, p“) und P\” als conjugirte Punkte 
in Involution mit den Ausgangspunkten p und P. 

Zum Beweise dieses Satzes hat man die beiden Fälle zu unterscheiden, 


ob der Index k gerade oder ungerade ist. Jenachdem man nämlich, diesen 
k k—1 


Fällen entsprechend, von den Punkten p(?) oder 017) ausgeht und ent- 


OWORFORR (>) 


k 
weder die vier Punkte p3°'. p: er (3) oder die vier Punkte , 





. 
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k—1 Ber k— 

q\ 7) 0 0X?) zugleich windschief kmal der Reihe nach, einmal die 
ersteren über (3.) auf den Strahl (2.) und weiter über (4.) auf den Strahl (1.), 
die letzteren über (4.) auf den Strahl (1.) und dann über (3.) auf (2.) u. s. w. 
projieirt, und ferner die ersteren zuerst über (4.) auf (2.) und weiter über (3.) 
auf (1.). die letzteren über (3.) auf (1.) und dann über (4.) auf (2.) u. s. w., 
gelangt man zuletzt zu den beiden Punktsystemen »”, p, Pi”, P und p, p!”, 
P, P/’, welche demnach projectivisch sind und vereinigt ein Involutionssystem 
darstellen mit den Punktepaaren 


p und P, p\” und PP, p® und PP, 


Aus diesen beiden Sätzen ergiebt sich sofort, dass ein Strahlenqua- 
drupel schliessend ist, sobald sich ein beliebiger der in den Sätzen (I.) und 
(11.) beschriebenen gebrochenen Züge zwischen den Gegenstrahlen (1.) und (2.) 
des Quadrupels schliesst; denn sobald für einen beliebigen Werth des Index 
k zwei Rückkehrpunkte p»{” und p{” zusammenfallen, so tritt dasselbe bei den 
ihnen conjugirten Punkten der Involution, d. h. den Rückkehrpunkten Pi” und 
P\/> ein, welches auch die Lage des Ausgangspunktes P sein mag. 

Dass ferner alsdann auch jeder zwischen den beiden Gegenstrahlen 
(3.) und (4.) hin und her gehende gebrochene Zug, dessen geradlinige Theile 
bezüglich die Strahlen (1.) und (2.) durchschneiden, sich in den Rückkehr- 
punkten der 4" Ordnung schliesst, folgt einfach daraus, dass durch die Ver- 
bindungsgeraden der Schnittpunkte der Linien des geschlossenen Zuges zwischen 
den Gegenstrahlen (1.) und {2.) mit den Strahlen (3.) und (4.) selbst ein ge- 
schlossener Zug der geforderten Art zwischen den Gegenstrahlen (3.) und 
(4.) dargestellt wird. Denn bezeichnet man die Schnittpunkte der Verbindungs- 
geraden der Punktepaare p{”, g{” und g{”, p{’*"” bezüglich mit den Strahlen 
(3.) und (4.) durch r(” und s{”, sowie die Schnittpunkte der Verbindungs- 
geraden der Punktepaare p|”, g{” und g(”, p!’*"” bezüglich mit den Strahlen 
(4.) und (3.) durch s und r{”, so liegt die Verbindungsgerade der Punkte- 
paare r(” und s{”’ oder r{”’ und s{”’ in derselben Ebene mit dem Strahl (1.) 
und kann demnach als eine diesen Strahl durchschneidende Linie angesehen 
werden, und ebenso lässt sich die Verbindungsgerade jedes Punktepaares s{' 
und rt», sowie r(” und s(’*® als Durchschnittslinie des Strahls (2.), mit 
welchem sie in derselben Ebene liegt, betrachten. Wenn zunächst die Punkte 
p! und p\” zusammenfallen, d. h. wenn das Strahlenquadrupel ais.ein schliessen- 
des der 24'” Ordnung zu bezeichnen ist, so schliesst sich auch der gebrochene Zug 








Hermes, über Strahlenquadrupel. 291 


NN (k- 
1383138313 S3.. 13 


indem der Punkt »/°” als Schnittpunkt der Verbindungsgeraden von g” 
und p$” (oder p$”) mit dem Strahl (3.), derselbe ist wie r”, 
der Verbindungsgeraden von pf” und g“” (oder gf‘"") mit dem Strahl (3.). 
Dasselbe ergiebt sich, wenn zwei Rückkehrpunkte p{® und pl" oder „»i 
und p{” zusammenfallen, d. h. bei den schliessenden Strahlenquadrupeln der 
(2k—1)'"” Ordnung. 

Noch bleibt zu zeigen übrig, dass die zum Punkte p in Beziehung auf 
alle Punktepaare p, und p,, p; und p,, ... p$” und p{ conjugirten harmo- 
nischen Punkte alle in denselben Punkt p’ zusammenfallen. 

Für die beiden Punktepaare p, und p,. p; und p, ergiebt sich das 
sofort aus dem Satze (I... Wenn man nämlich die beiden Punkte p, und p, als 
Ausgangspunkte annimmt, so stehen mit ihnen in Involution als conjugirte Punkte- 
paare die Rückkehrpunkte p; und p,, sowie p und p, und es ist demnach p 
Doppelpunkt der Involution für die Punktepaare p, und p,, p; und p,. Dass 
aber diesem Involutionssystem ferner die Punktepaare p,; und p,, ... p\” 
und p$®” angehören, ergiebt sich durch eine einfache Schlussfolge: für die 


Ausgangspunkte pf” und p{” sind nach dem Satze (1.) in Involution die 


”s5" und in der entgegengesetzten Richtung n,rzsir,sir)...s rl», 


der Schnittpunkt 


Punktepaare 
pi und per, p und p®, p' +1) und per», 


also wenn man der Reihe nach für A die Werthe 2, 3, ... k—1 setzt. so 
ergeben sich als zu demselben Involutionssystem gehörig die Punktepaare p; 
und 9,, p; und p,, p; und p, ,... p$” und pf®, und weil der Ausgangs- 
punkt p ein Doppelpunkt dieses Involutionssystems ist, so ist der zweite 
Doppelpunkt p’ gleichzeitig conjugirt harmonisch zu p in Beziehung auf alle 
diese Punktepaare p!” und pf?. 

$. 5. 

Zum Schluss sei noch auf eine Reihe von Sätzen aus der ebenen 
Geometrie aufmerksam gemacht, welche sich aus den Eigenschaften räumlicher 
Strahlenquadrupel ergeben. 

Durch die windschiefe Projection der Punkte g, q', q', ... des Strahls 
(2.) auf den Strahl (1.) vermittelst der Leitstrahlen 3.) und (4.) ergiebt sich 
auf dem Strahl (1.) eine doppelte Reihe von Punkten p, nämlich p;, ps, 
Ps, --. und 94, Pas Pi ---, deren jede der Punktreihe q des Strahls (2.) 
projeclivisch ist, so dass der Strahl (1.) durch die Punkte p{" und p{” doppelt 


projectivisch (homographisch) getheilt wird. 
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Wenn man umgekehrt auf der einen von zwei Geraden @, und &, 
eine einfache Punktreihe q, q’, q’, ..., auf der andern zwei ihr projectivische 
Punktreihen p;, 3, ps» --: und 9, 4, P4, ... annimmt, so haben die Ver- 
bindungsgeraden der entsprechenden Punktepaare g’ und pp”, g” und p\ 
der beiden Linien @, und @, die in den vorhergehenden Paragraphen ent- 
wickelten Beziehungen zu einander, und die sämmtlichen projectivischen Eigen- 
schaften derselben bleiben ungeändert, wenn man die beiden gegebenen 
Geraden @, und @,, die Träger der projectivischen Punktreihen, als in der- 
selben Ebene liegend annimmt. Alsdann aber sind bekanntlich die Verbin- 
dungslinien der Punkte der Reihe q mit den entsprechenden Punkten der Reihen 
p, und p, bezüglich Tangenten von zwei Kegelschnitten, welche die Geraden 
G, und @, zu gemeinschaftlichen Tangenten haben. Demnach ergiebt sich aus 
der Eigenschaft schliessender Strahlenquadrupel der zweiten Ordnung: 

Wenn die abwechselnden Eckpunkte eines Vierecks auf zwei Geraden 
G, und @, liegen, welche gemeinschaftliche Tangenten zweier Kegel- 
schnitte K, und K, sind, und ein Paar Gegenseiten den Kegelschnitt K,, 
das andere Paar den Kegelschnitt K, berührt, so giebt es unendlich viele 
Vierecke, welche in ganz ähnlicher Weise den beiden Geraden einge- 
schrieben und den beiden Kegelschnitten umgeschrieben sind. 

Ebenso erhält man allgemein aus der Eigenschaft der schliessenden 
Strahlenquadrupel der 4" Ordnung: 

Wenn sich ein 2k-Eck in der Weise zwei gemeinschaftlichen Tan- 
genten zweier Kegelschnitte einzeichnen lässt, dass seine Seiten abwechselnd 
den einen und den andern Kegelschnitt berühren, so lassen sich solche 
2k-Ecke den beiden Tangenten einzeichnen, welchen Punkt derselben 
man auch als ersten Eckpunkt annehmen mag. 

Die weitere Durchführung dieser Sätze, deren Reihe sich durch die 
Theorie der reciproken Polaren verdoppeln lässt, liegt nicht im Zweck der 
gegenwärtigen Untersuchung. 


Berlin, Mai 1867. 
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Ueber einen besonderen Fall der orthogonalen 
Substitutionen. 


(Von Herrn Stern zu Göttineen.) 


x u 
W ird die Verwandlung einer Function der Veränderlichen .r,. .r.. 


£ 


mi 


in eine Function der Veränderlichen y,. %. ... %, durch eine lineare or- 


thogonale Substitution bewerkstelligt. welche durch die Gleichungen 


I, = ııfı r heat tlmYm: 


Lin ” Una Yı ve Anz Y: Ak Un m Yn 


ausgedrückt wird. so finden im Allgemeinen, wie bekannt. zwischen den m 
m(m--1) 


jedesmal ——.— Gleichungen statt. so dass nur 


Coefficienten a, ,. -.. 4, > 


‚m 


m’ — m : Fu: u: Eu } Ber ar 
—— dieser Grössen unabhängig sind. Herr Prof. Schläfli hat den beson- 


deren Fall untersucht. wenn die Constanten den Bedingungen a,, = «a; 


=4,„ und a,; = —a,, genügen und zugleich m eine gerade Zahl ist. und 
findet durch geometrische Betrachtungen, dass in diesem Falle die Anzahl der 
unabhängigen Coefficienten =n’—n-+-1 ist. Er bemerkt zugleich. er hielte 
es für schwierig diesen Satz direct zu beweisen (Quart. Journ. of pure and 
appl. mathem. Oct. 1866. p. 182). Ich will im Folgenden einen directen Be- 
weis dieses Satzes „eben. welcher zugleich auf den Fall anwendbar ist. wenn 
die Coefficienten den angegebenen Bedingungen genügen, während m eine 


ungerade Zahl ist. Im allgemeinen Falle hat man die m Gleichungen 


tat tan = 1. 
. + Bm + ze +, n 1. 
’ : ’ . mm—1) ı.: 
welche das System (A.) heissen sollen und die —;— Gleichungen 
d,ı dı2 +4, do 1+'+70,1002 Ma: 0. 
A, 11,3 +9 1023 ne Adn3 un 0. 
+4 mt +ta a — 
A, m—ı Am j 2,m—1 #?2,m l m. m— 1 "m ‚m a 


welche das System (B.) heissen sollen. 
Journal für Mathematik Bd. LXVII. Heft 4. 38 
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i 


In dem besonderen hier zu betrachtenden Falle geht das System (An WE 


a: +4: PIE. = 5, 
a2 +aıt+t ta. >=1, 
Om + a; m u 5 a @; ae 1 


über, welche Gleichungen das System (A,.) heissen mögen. In jeder Glei- 
chung des Systems (B.) fallen nun zwei Glieder weg und zwar, wenn diese 
Gleichung mit a,,a,, beginnt, so heben sich die darin enthaltenen Glieder 
d,,a,;,; und a,,;a,,; auf. Diese Gleichung wird also 


I.) a, tr HK tt nt rt ta tt a 


di we V 


Insofern aber 4,..,. = —A4;,.ı U. $S. w.. so kann man diese Gleichung in eine 
andere verwandeln, in welcher der kleinere der jedesmal zusammengehörenden 
zwei Indices voranstehl,. nur kommen in dieser neuen Gleichung positive und 
negative Zeichen vor. Da aber für die folgende Beweisführung diese Zeichen 
sanz gleichgültig sind und nur die Darstellung verwirren könnten, so will ich 


„war je zwei zusammengehörende Indices, nach ihrer Grösse geordnet. schrei- 


ben. jedoch die einzelnen mit -- oder — verbundenen Glieder nur durch einen 
verlicalen Strich irennen. welcher also das + oder — Zeichen vertritt. Ich 


i 


schreibe demnach statt der Gleichung (1.) die folgende 


3. Ad; (d,, | dp; dl]. .. |d,- L.} d,_ı.] | U; %4 ı dk +11» AR | (un U). m — 0. 


in welcher also a,,, der höchste Coeflicient ist. Indem man für k und / alle 
ihnen zukommenden Werthe setzt, erhält man sämmtliche aus dem Systeme (B. 
entspringenden Gleichungen; sie sollen das System (B,.) heissen. 
Sei nun zuerst m = 2n. Dann sind die zwei ersten Gleichungen des 
Systems (A,. 
dı.) taz tas+t tan = 1. 


\ ) 


%.) MKtaıtas, tt tan 1. 

Zieht man die zweite dieser Gleichungen von der ersten ab, so hat man 
ds) tan an 0). 

Man nehme nun die 4» —6 in dieser letzten Gleichung vorkommenden Coef- 

lieienten a5, Was»: Aym-ı UNd QApz5, Ars - - - Anz als gegeben an, 50 

enthält sie noch die zwei unbekannten Coefficienten a,,, und a,;,. Die erste 

Gleichung des Systems (B,.) ist aber 


(b2. d,.; dy,; | Ad) 4G24r».» | G.2n 422m = 0. 
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in welcher mithin ebenfalls nur die zwei Coefficienten a,,, und a,,, als Un- 
bekannte enthalten sind. und welche daher aus den zwei Gleichungen (b, 
und (b,.) bestimmt werden. Nimmt man nun noch a,, als gegeben an. so 
findet man aus ‘a,.) den Werth von a,, (ohne Rücksicht auf das Zeiehen. 
was auch für das Foleende gilt). Die An — 5 als gevreben ancenommenen Üo- 
eflieienten und die daraus gefundenen bilden die Reihe @,,. a, us. w 
bis a In 

Die dritte Gleichung des Systems (A,.) enthält ausser den jetzi be- 
kannten Coeflicienten a, ,,. 3. a,, noch die 2r—3 Coeffiecienten a... a 
A;,. In dem Systeme (DB,.) kommen aber zwei Gleichungen vor. welche 
mit dem Coelflieienten a,,, schliessen. nämlich diejenigen. welche mit a, ,a, 
und mit a,.a,, beeinnen. Man hat also drei Gleichuneen. in welchen kein 


Goelficient höheren Ranges als a,,, vorkommt und mithin kein anderer un- 


Li 


bekannter Coellicient als @;4. A;=- ... @>,. Nimmt man die 2r—6 Coelfli- 
cienten A, 4, Ays» .» .. Ayo, als gegeben an. so findet man vermittelst der 
erwähnten drei Gleichungen die Coefficienlen a,,,.. Aya,_ı- Mso,. Es sind 
also jetzt die sämmtlichen Coefficienten in der Reihe a,,. &ıs. ... 4, ,, theils 


als bekannt angenommen, theils gefunden. Man nehme nun allgemein an. man 


kenne bereits sämmtliche Coefficienten. nach ihrem Range geordnet. von a, , 


bis @,.,. und es soll nun untersucht werden. wie viele der Goefficienten 
Ayıııas Apınaaas H-- An, man als gegeben annehmen muss, damit man die 


übrigen bestimmen kann. Diese 2r— (Ak--1) Coeffieienten und keine höheren 
kommen in der %-+-1"" Gleichung des Systems (A,.) vor, welche mit a,,,, be- 
einnt. Ferner enthält das System (B,.) eine Anzahl % Gleichungen. welche 
mit dem Coefficienten a,,,;, schliessen und also keinen höheren enthalten, und 
zwar sind es diejenigen. welche mit den Goeffieienten a, ,@, 4.1. Aısdyası- 

A, .@, x. beginnen. Man muss daher 2» — 2(k+-1) dieser Coeflicienten als be- 
kannt voraussetzen. um die übrigen +1 zu finden. Hieraus ergiebt sich. dass 
überhaupt nur noch so lange Coelflicienten als gegeben vorausgesetzt werden 
müssen, als #+1<Znr ist. also höchstens k=n — 2 ist. D. h. also. um schliess- 
lich die sämmtlichen Glieder der Reihe a,_,,@,_ı..1:-- - @,_ı>, zu kennen, muss 
man 2n—2(n—1) oder zwei Glieder aus dieser Reihe als bekannt voraus- 
setzen. wofür man am einfachsten die zwei ersten a,_,, und a,_,.;, nimmt. 
Die folgenden Coelfficienten «a,,„,;, u. s. w. kann man immer aus Gleichungen. 
die in genügender Zahl vorhanden sind, bestimmen und braucht daher keinen 


derselben als bekannt vorauszusetzen. 
38 * 





Fo 


ejenten. aus 


alleemein #. 


























|, 


11. 
12. 
18. 
(14. 
15.) 
16.) 
17.) 
18.) 
19. 
(20.) 


21. 


n: 


BD, 


G, ; 


1,1°41,2241,3°41,2+1,54 


1.44 


so enthält das System (A,. 
1.2+1.1+2.3°--2,.4°1 2, 5°- 
1,3°+2,3°- 
2. #4. 


1.5°+2,5° 


un nr 
J 
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welchen die übrigen bestimmt werden. 
Ist z. B. 


/ statt 


:3 und schreibt man, zur Abkürzung, 


-1,6° 


2.6 


N wa 


1.1°+3,4°+3,5°+3, 6° 
3,4°+1,1°+4,5°+4,6° = 


1,6°+2,6°4 


2, 6° _— 


9.6°+4.6°+-9,.6°+ 1.1? — 


die Gleichungen 


‚3+1,4.2,4+1,5 
-1.2.2,3+1,4.3,4+1,.5.3,5+1,6. 

‚2.2,4—1,3.3,4+1,5 
-1.2.2,5— 1,3 
1.2.2.6-+1.3. 
1,2.1.3+2,4 
1,2.1.4—2, 
1.2.1.5 — 2,3. 
1,2.1.6— 2,3 
1,3.1.4+2,3. 
1,3.1.5-+2,3 
1.3.1.6+2,3. 
1,4.1,5-+2,4 
1,4.1,6+2,4. 
1.9.1.6+2,5. 


) mu - 


«Men 


+1,6. 


3.6 
.4.5+1,.6.4,6 
.3.9— 1,4.4,5+1,6.5,6 
3.6+1,.4.4,6+ 1.5.5, 6 
.54+2.5.3.9-+2,.6.3,6 
.3.4+2,.5.4,5+2,.6.4.6 
3,9 —2,4.4,5-+2,6.5,6 
.3,6—2,4.4.6—2.5.5,6 
2,4+-3,59.4,5+3,6.4,6 = 
.2,5—93,4.4.5+3,6.5,6 
2,6 —3,.4.4.6 —3,9.9,6 
.2.9+9,4.3,.5-+4.6.5,6 


2.6+3.4.3.6—-4,5.5 


2.6+3.5.3.6+4.5. 
"7 „uUT ae 





Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich demnach, dass man, um sämmt- 


liche Coeffieienten zu bestimmen, eine Anzahl derselben kennen muss, welche 
durch 4n—5-+ >22 (n— k) ausgedrückt wird. wo man für %k alle Zahlen k=3 
»—1 zu nehmen hat. Dies giebt also »—n-+1 unabhängige Coelfi- 
1,1 statt @,, und 


die Gleichuneen 


®» 
® 


Nimmt man nun die 7 Coefficienten 1,2; 1,3; 1.4: 1.5; 2.3; 2.4; 2,5 als 
bekannt an, so findet man aus den Gleichungen (1.), (2.) und (7.) die Werthe 
von 1.6 und 2.6 mithin auch den Werth von 1.1. Dann findet man aus den 
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Gleichungen (3.). (8.) und (12.) den Werth von 3.4: 3.5; 3.6. Zur Be- 
stimmung von 4,5 und 4,6 kann man zwei der vier Gleichuneen (4.). (9.). 
13.) und (16.) auswählen und schliesslich 5.6 aus einer der Gleichungen 
5.), (10.), (11.), (14.). (15.), (17.), (18.), (19.), (20.) bestimmen. 

Die Betrachtung bleibt im Wesentlichen dieselbe, wenn m eine un- 
serade Zahl = 2a»+1 ist. Man nimmt zuerst die 4» —3 Coeflicienten «a, .. «, 
ds, und @r;, Ayys ».. duo, als gegeben an und findet vermiltelst der zwei 
ersten Gleichungen des Systems (A,.) und der ersten Gleichung des Systems 
‘B,.) die Werthe von @,.,:., und @,,,., und den Werth von a,,. Man hat 
dann wieder, wie im vorhergehenden Falle. drei Gleichungen zwischen den 
2n+1—3 Coeflicienten a,;, ... 4yo,.1. so dass 2»-+1—2.3 derselben als be- 
kannt angenommen werden müssen, und allgemein müssen von den Coefficienten 
Ayyzın +»: Go, nothwendig 2r+1— 2% als bekannt angenommen werden, wenn 
die übrigen gelunden werden sollen. Im Ganzen sind daher 4»—3+ 8 2u-1- 2% 
Coeflieienten als bekannt voraus zu selzen, wo für % die Zahlen von k = 3 
bis k=n zu nehmen sind, also »+1 unabhängige Coelffieienten. Dieser Aus- 
druck gilt jedoch erst von m=7 an. Ist nämlich m =»3 so hat man. mil 
jenutzung der schon oben gebrauchten Abkürzung die sechs Gleichungen 


1.) 1.1°+1.2°+1,3° =1, 1. 1.3.5 = 


u 1 


2) 1.241.142 3-1, 5 1ER 
33 1.342.341, 12-1, & ie 


Die Differenz der zwei ersten Gleichungen mit der vierten verbunden. gieb! 
1.3=0. 2.3=0, dann folet aus (3.) dass 1.1°—=1 und mithin aus (1.) dass 
I.2—= 0, so dass in diesem Falle kein Coefficient unbestimmt ist. 


Ist m =5 so hat man die 15 Gleichungen 


1.) 1,1241,2241.3°41,2+1,5? = 1. 
3; 1.22+1,122+2,3°42,2+2,5° = 1, 
(3.) 1.3°+2,341,1°+3.243,5° = 1. 
4.) 1.242,44 3,241,10°44,5° = 1, 
5.) 1.5°+2.5+3,5°44,5°41.2° = 1, 
6.) 1.3.2,3+1,4.2,4+1,5.2,5 = 0, 
7) —12.2,3+1,4.3,441,5.3,5 = 0, 
8) —12.24-13.3.441545 = 0 
9.) 1,2.2,5-+1,3.3,5+1,4.4,5 = 0, 
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10.) 1.2.1,3+2.4.3.442.5.3,5 = 0, 
11.) 1.2.1.4—2,3.3,4+2,5.4,5 = 0, 
12.) 131,535. 9, 
13.) 1,3.1,4+2,3.2,4+3,5.4,5 = 0, 
14.) 1,3.1,5+2.3.2,5-3,4.4.5 = 0, 
15.) 1.42.1.5+2.42.5+3.4.35 = 0. 


Nach der allgemeinen Formel müssten hier 5 Coeffieienten unabhänepig sein. 
während in Wahrheit nur 4 unabhängige sind. Nimmt man nämlich die Coef- 
ficienten 1.3: 1.4: 2.3: 2.4 als bekannt an. so findet man aus der Differenz 
der zwei ersten Gleichungen in Verbindung mit der sechsten die Coeffieienten 
1.5 und 2,5, ferner aus der Differenz von (3.) und (4.) in Verbindung mit 
13.) die Werthe von 3.5 und 4,5: dann 3.4 aus 14.) und 1.2 aus (7.). 


schliesslich 1.1 aus einer der ersten 5 Gleichungen. 


; or Mm r er e m * r 
Versteht man unter E—- die grösste in —- enthaltene ganze Zahl, so 


kann man die Anzahl der unabhängigen Coefficienten für ein eerades und 


’ ’ a .wm—i m ” 
ungerades m durch die gemeinsame Formel 1+ E——-E—- ausdrücken. 


Im April 1867. 
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Ueber die Kettenbruchentwickelung des Gaussschen 


F(o,#+1,y+1,x 





Quotienten 





F(o, P,y, x 
\ [Is > I, 


(Von Herrn L. W. Thome.) 


Y . . . . | 
Gans giebt in seiner Abhandlung über die hypergeometrische Reihe 
F(«a,#-+1.y+M1,x ' 

-—— ME — — , indem er durch 
F (a, ß, y,x 


Fio,P,y, x) diejenige Function bezeichnet. welche für die Werthe des Ar- 








nachstehende Entwickelung des Quotienten 


gumentes x innerhalb des um den Nullpunkt der Constructionsebene mit dem 
Radius 1 beschriebenen Kreises durch die Potenzreihe 
> a (a -+1)...(a + r N) BB+N...(d-r— 


BE ge ae ct A AN ae ee 
I — ‘ « 
1.2..r.y(Y-+1)... 


definirt ist. und welche gemäss der für die Reihe geltenden linearen Diffe- 
rentialgleichung: 

ER r-lctHB4Ne EB sg 

da’ z(1 —x) de a(ll—ır) 
eindeutig und stetig bleibt bis zu einer vom Punkte 2=1 aus beliebig ins 
Unendliche gezogenen. sich selbst nicht schneidenden Linie. 


Die Gausssche Entwickelung ist diese: 














F(ae, 5+1I,y-+1.x) 1 
F(a, ß,}, x) | _ 42 
(_ 
2 
An_ 2X 
EEE 
1 d„n—ı% — b) 
Fi 1 
Wo 
er Te [im = F(a+m, P+m,y+ 2m, x 
Im f 4 2m Ds I)(y Eu 2m) y) 2m PN fl , / y. b) 
(@a-+m)(y— P-+m) ER | RE 
Oamyı = , ee > fur = F(la+m, B+m+1.y+2m-+1, x 


(+ 2m) (y+ 2m +1) 

ist. Für = x nimmt diese Entwickelung die Form eines unendlichen Kelten- 
bruches an. Von den in vorstehender Entwickelungsform enthaltenen Ketten- 
brüchen hat der Verfasser im 66. Bande dieses Journals den besonders her- 
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vortrelenden, in welchem %=0 svesetzt ist. wodurch man den Kettenbruch 
einer hypergeometrischen Function selbst. nämlich nach Vertauschung von y 
mit 7—1 den der Function Fe, 1.y,x) erhält, in Bezug auf die Convergenz 
untersucht. Es hat sich dort ergeben. dass der Näherungswerth dieses Ketten- 
hruches in dem ganzen Gebiete der Ebene ausserhalb der Strecke auf der Ab- 
seissenaxe r = +1'++x gegen die erzeugende Function convergirt. Die 
hei diesem specielleren Kettenbruche angewandte Methode führt aber auch bei 


\ 


F(a,ß-+1,y+1 





dem allgemeineren des Quotienten zum Ziele. und es soll 


F (a, Bd, y, 2 
in dieser Abhandlung gezeigt werden, dass für beliebige. reelle oder imaginäre 
Werthe der Grössen e, 9, y der Näherungswerth dieses Kettenbruches in dem 
Gebiete ausserhalb der Strecke auf der Abseissenaxe r = -+1----x mit Aus- 
schluss derjenigen Punkte. in welchen der Quotient unendlich wird. gegen die 
erzeugende Funclion convergirt. 





$. 1. 
Die Zähler und Nenner der Näherungsbrüche des Kettenbruches 
A, 
u, + —— 
u,- 
un 
4 
u,_ 1 + — 
u, 4 


mögen mit Z und N bezeichnet. und derjenige Näherungsbruch. welcher sich 


. 2 h, Ba U; o Z- 
aus der Reihe der Brüche —. — & _, etc. ereiebt. = oesetzi 
u, uU,_ıl, + A, o nn, *» 


werden. Alsdann geht. wie in $. 1 der Abhandlung des Verfassers im 66. 
Bande dieses Journals ausgeführt ist. die in der Einleitung angegebene Ent- 


. . F a.ßB | 1, ‚1x . . . . .. 
wickelung des Quotienten en 2) in nachstehende. ihr identische über: 
1» 75 ; 


) 
Fl, d+1l,y+1,2) _ 1 r ax, ar. 
. un u 7 gg = > a 2 Be .».. 
F(a,ß,y. x) N NN, N,N, 
—) BE 
 4,Q,...An_ 2X” 00 er 


N. N,„-ı N,_ı A N„-ı — du-1 sf, N„_2) 


Der (a—1)' Näherungsbruch des hypergeometrischen Kettenbruches wird aber 
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dargestellt durch die Reihe: 


1 a A,0,...An_22" 


N N. A 


1 


> 


Damit also dieser Näherunesbruch in einem solehen endlichen Theile des Ge- 


bietes ausserhalb der Strecke auf der Abseissenaxe r—-1...+%x. in welehem 
. )} “ i . . F(a,ß 1,7 I | c . . 
kein Punkt liegt, worin der Quolient — = unendlich wird. end- 
ID, 2. Vi 





lich bleibe. sobald » eine eewisse Zahl aberschrifien hat. und dann eeven die 
erzeugende Funetlion convereire, ist noihwendie und hinreichend. dass in 
' diesem Bereiche das Restglied in der Entwiekelung des Quotlienten. nämlich 
RER ET ne Pi 
NN nr af Nana 
mit wachsendem » unendlich klein werde. 
Die Ausdrücke der N hat Herr Heine (B. 57 dieses Journals) ange- 


seben. und zwar haben \,, und N, 


nt 


‚.„ die eanze Funetionen von x höchstens 


m" Grades sind. folgende Formen: 


N. = F(a,P,y, 2) Fi—-m—o, -m— 5, 1—-2m—y, x 
— 4,0,..-4,2 "7 F(l1—e, 1—P, 2—y, x) F(@o+m, P+m+1.y+2m+1,a 
\ F(o,P,y, z)FI-m--o, —m—P, —?m—y, X 
‚ 4 
Ay. An" Flo, 1—P,2—y, 2) Foo+m+1,Pp-+m+1,y+2m-+2, x 
I ni 
, u Aa 104 2 ı * £ x .. . . . 
w=r— ist. und @,. &. ... dieselben Grössen sind. die unter dieser 
ge 


Bezeichnung im Kettenbruche vorkommen. Durch die Relation 


ER N I Ba; A. l zfi N, fü ’ 


die Herr Heine daselbst beweist. redueirt sieh vorstehendes Restelied auf fol- 
veenden Ausdruck: 


UWE TER ul A 


N 
Dieser Ausdruck wird jetzt, ebenso wie es bei dem specielleren Kettenbruche 
in der oben angeführten Abhandlung des Verfassers geschehen ist. translor- 
mirt mittelst der Substilution: 
4z 1— ri —ıc 


= —— Sa = — 


ars’ 97 ryle 


wo y1—x den Werth 1 für e=0 hat. Der Zusammenhang zwischen x und 








z ist der, dass einem Punkte x ausserhalb der Strecke auf der Abseissenaxe 
Journal für Mathematik Bd. LXVII. Heft 4. 39 
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2 = -+1..+nx ein Punkt z innerhalb des um den Nullpunkt mit dem Radius 
| beschriebenen Kreises entspricht und umgekehrt. 
Diese Substitution werde also in die Functionen 


fiim = Fla+m, P+m, y+ 2m, x). N,n (0, ß,7, €) 
famı = Fia+m, P+m+1,7y+2m+1,2), Nan+ı(%, P,Y, €) 
eingeführt. 


Nun ist bereits in $. 2 No. Il der früheren Abhandlung des Ver- 
[assers nachgewiesen worden, dass das Product 
(1-+2)""F(a+m, P-+m, y+ 2m, 42 (1+2)”°). 
welches für die Werthe des Argumentes z innerhalb des Kreises mit dem 
Radius 1 eine eindeulige und stetige Function von z ist, und seine Ableitungen 


nach 3 für die genannten Werthe des Argumentes mit wachsendem m gegen 


_ 


die Funetion 


bezüglich deren Ableitungen convergiren. 
Von den Producien 
\ | 4 S, = N, (@, P, /> 3 \ 1 7 3) "), 
| 1 m U (w, P, Fr, 4z ( | > 3) ”) 


wird jetzt ebenfalls gezeigt werden, dass jedes von beiden mit wachsendem 


LA) 


m sich einer endlichen Function von z als Grenze nähert. Dabei kann man 
sich wegen der Relation. welche zwischen den Nennern der Näherungshrüche 
besteht: 

I 1-2 u N, ı-t Arm 1 RL N, 


n 


auf die Ermittelung von lim. (142) N,, beschränken. 


J In 
77 T. 


$. 2. 
N\,(@,/9,y, x) ist eine ganze Function von x höchstens m" Grades: 
daher hat (1+2)”" N,,(e, P, y, 43(1+3)””) die Form: 1+0,3+03°+--+c,,3°”. 


‚= 6, Ist. In dem Ausdrucke 


(1+2)’”" N... (a, P, y, 43 (1-+ 2) ”) 
F(«, 5, y, 43 (14 2)°) (14 2)” Fl—m— a, -—m— P, 1—2m—y, 43 (1+ 3) 
— Ay... dm (43) (1+2) "Flle, 1—P,2—y, 43 (1+2)”) 


<F(@a+m, P+m+1,y7+2m+1, 43 (1+2)"°) 


wo ec 
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sind aber alle hypergeometrischen Functionen für die Werthe von z innerhalb 
des Kreises mit dem Radius 1 eindeutige und stetige Funelionen von z und 
lassen sich daher für diese Werthe des Argumentes durch Potenzreihen von der 
Form 1+ 8a z’ darstellen. Daher ist die ganze Function 2m" Grades von z 
(143) N,,(e, 2, y, 43 (1+2)”) 

sleich dem bis zur 2m" Potenz von z gehenden Theile der Potenzreihe. die 
das Product 

F(«, P,y, 4 (142) ")(1+2)”" F(iI—m—o, —m— PB, 1—2m—y, 43 (1-4 2)”°) 
darstelli. Dieses a a durch das ihm identische 

F(0,ß,y,42 (1+3)) 142)" 142)?" F(1-m-o, -m-/, 1-2m-y, 43 (142 
erselzi. 

Der Modul des allgemeinen Gliedes der Potenzreihe, welche dem Pro- 

ducte F(e, ,y, 42 1+2)) 1+2)””” gleich ist, bleibt. wenn Mod z R<1 
ist. unterhalb einer positiren Grösse (; daher bleiben die Coeffieienten dieser 


Potenzreihe dem Modul nach unterhalb der entsprechenden Coeffieienten der 


Potenzreihe @. 2(z) ‚ wo G eine gewisse positive Grösse —1,. R<1 ist. 
Der Ausdruck 
1-+3)"tPF RR -m—,1—-2m—y,43(1+2)”), 


der zur PEPPER mit (2) bezeichnet werde, genügt aber der Differential- 
sleichung: 


3(1—z er 2, d’ Y: Im &) + [2 I_ | dq Im I 


Fr -y+1+2(20-y-1)3+{29-y-1)2°-2(m+ß)(1-2°)\ Tr 
-2 (m + P) {2a -7-1+ (2 P-y)z!yn(2) = 0, 

und man erhält, wenn 4;,'2. = 3 a,s' geselzt wird. aus dieser Dilferential- 

gleichung folgendes Gesetz der Coeflicienten: 


Von r=0 bis x: 











_ 2($—2a+1)(m—r—1+/ Fi (r —2A-+-y)(2m —r-+2P) 
A, = an d,. en Tg, 
er BEER 7 VOR HT OF HR) (2m —r—r2+y) 


Untersucht man aber die Coefficienten @,. @,. ... @„, so findet sich Folgendes: 
Für r lässt sich ein so grosser Werth o bestimmen, dass, sobald m 
und r die Bedingung PER erfüllen. 


A ER , 











a ale (r 2m - 2-+7) 
39 * 
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wird, wo & eine beliebig klein angenommene positive Grösse ist, und 


\ (r—2B-+v)(2m—r+2Pß))\ 
Mod. , ———— ... — I Dog, 
r-+-R2)Rm—r-2-+y) ) 
Da ferner die Coeflicienten @,, @,.... @,., bei beliebig grossem m dem Modul 
nach unterhalb einer positiven Constanten A bleiben. so kann man Mod. a, <_A, 
Mod. a) < A/l+e,.... Mod.‘a,.,) <Al-+e?*! setzen. Aus dem Vorher- 
oehenden folgt daher. dass für m >. auch Mod. ’a,., Al-+ ee)", 
Mod. a -Ai-+e” ist. Bildel man jeizt das Produet 
vi : \ $y' Leo r S m 
2 \5) A= | PL PARTY 


und vereleicht die Coelftieienten mil denen der entsprechenden Potenzen in 


dem Ausdrucke 
I+2)"N,„(e, P,y, 4 \1+2,") = 146124093 + +0,23 


so sieht man. dass lür m» — o die Coelficienten 1. e,. ©. ... c„ dem Modul 


1 . °. R 3 2 i ä Re , . , - . 
nach kleiner als bezüglich A,. A,. A. ... A. Sind. Da aber c,, ce 2, 


während die Grössen Z besländie wachsen. so haben alle Coeflieienten e. die 
neeoebene Eievenschaft. 


Daraus ergiebt sich. dass für ein fixirtes r Mod lim. € k, sein muss. 
Die Reihe E43 convereirt innerhalb des Kreises mit dem kleineren der 


beiden Radien R und ——. der =R, sei: innerhalb desselben Kreises con- 
T. 


vergirl also jedenfalls auch die Reihe 2 lim. ec, x 


. 


Nimmt man jetzt für r einen beliebig grossen Werth o, an. so lässt 


sich für m ein so erosser Werth « bestimmen. dass bei m“. u 
Mod. e,—lim.(e,)! < e 
} T. 
r=V...0 


ist. wo &, eine beliebig klein angenommene positive Grösse bedeutet. Daher 


ist für m Zu >o und Mod. s)<R, 


[A 


2m 


/ un 6: | x 
Mod.) Sce,2 — > lim. (e,)z#’! < &&Mod.(2’;+2 8 k,Mod.‘z'). 
ı) ? [B) * 0) 1 


M— % 9,7 


Da aber 9, beliebig gross und &, beliebig klein angenommen werden konnte. 


2m . 
so sieht man aus dieser Ungleichung, dass für Mod. s)<R, die Function Fe,z, 
’ I. 


mit wachsendem m gegen die Function F& lim. ‘/e,)s’ convergirt. Ebenso con- 
& FU ; 


ba 
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) 
in 


vergiren die Ableitungen von Ne,2’ nach z gegen die entsprechenden von 


0 


J I 
SE lim.(e,)s’. Da aber AR, beliebig nahe an 1 gebracht werden kann. so hal 


) 
( I L 
Im 


die Function Ie,z' mit ihren Ableitungen die angegebene Eieenschaft inner- 
- set 
halb des ganzen Kreises mit dem Radius 1. 
Um nun die Form der Grenzfunelion zu bestimmen. eehe man zu dem 


Ausdrucke 


<F(a+m, P+m+1,y+2m+1. 42 /1+ 2 
zurück. Die linke Seite dieser Gleichung convergirl, wie bewiesen. mil 
wachsendem m gegen eine endliche Funclion von 3 und zwar für beliebige 
Werthe der Grössen @, %, y (wobei y natürlich nicht den Werth Null oder 
den einer negativen ganzen Zahl erhält, in welchen Fällen « oder 9 eben 
solche und absolut genommen nicht grössere Werthe erhalten müssten. und 
daher ausser dem schon früher behandelten kettenbruche von Fie,1.1.x 
höchstens endliche Keltenbrüche in der oben angegebenen Entwickelungsform 
enthalten sein können). Man nehme nun aul der rechten Seile der vor- 


stehenden Gleichung in den einzelnen hypergeomeltrischen Funelionen zunächst 





die positiven ganzzahligen Werthe von y aus. Da nach $. | 


lim. !(1+ 3)" Fe +m, +m+1,y-+2m-+1,423/1-+-2)")) 
LI. 


(Li 


und ferner lim. fa,a,...a,, 42," "'!=0 ist, weil die Reihe Fa,a,...a,‘4z) 


m I 
für lim. Mod. (a,4z2) = Mod. z) <_ 1 convergirt; so isl 
r L 
lim. fay@1...@2, 43," 142)" "F(1—a,1—-P,2—y,42(1-+3)”) 
m I. 
< F(a+m,d+m+1,y7-+2m-+1,43 142, °)} V. 


Der Ausdruck 
F(e, , y, 42(1+2))(1+ 2)" F(l-m—o, -m— ß, 1—2m—y, 42 (14 2)”) 
convergirt daher mit wachsendem m gegen die gesuchte Grenzfunelion: 


ebenso seine Ableitungen nach z gegen die entsprechenden dieser Function. 
Betrachtet man jetzt ein solches Gebiet in dem Kreise mit dem Radius 1. 
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in welchem keiner der Punkte liegt, worin F(o,ß, y,‚43(1+2)”) verschwindet. 


so sieht man aus dem Vorhergehenden,. dass in diesem Gebiete der Ausdruck 





I+2)" Fii—m—o, -m—P,1—2m—y,42(14+3)"”) und seine Ableitungen 
ebenfalls gegen endliche Funelionen von z convergiren müssen. Dasselbe 
findet also bei der Function 


(1 Lg +) FI—m-—o, —m—ß, I— 2m —y, 43 (1+2)”) == pn, (gi 


statt. Bringt man aber die oben angegebene Differentialgleichung von y 
auf die Form 


2m\* 





o% a gan ‘92 
2a — y—1+(2P 


! 











dy Da LI y)2 - () 


Sue Pr Gom(2)+ -—%,,(2) = 
dz 1—z F m \® 771 2(m +) Fam \®, 


wo zur Abkürzung 


d’cpam (2) | dam (3 
2m \ Lau; iu u. 7° RR „2 2m \ 
——+12ßP— rl +-R(2o y—1N)z+(2#—y—1)z°’) — = 

ds dz 


. um 22, 
u = ” re Biet rl 
25.14 r 


> 
| vu 
EN 


| > 
- u . 











gesetzt ist. so erhält man durch Integration 


SELZITIE | SED ar | 
1—:: \ —. u 


Ä 1 “2 ° 
EN > Ei 2 (2) " dz N 
Fzm \@ 2(m-+P). Zn (3)e .d 
0 


Hieraus ergiebt sich. dass in dem betrachteten Gebiete 











im.9..(8)=e — (l—z) j (1+3) 
ist. Da nun bereits feststeht, dass der Ausdruck 

F(a, P, y, 43 (1+2)") (14 2)" Fil—m—o, --m—ß, 1—2m—y, 43(1-+3)”°) 
überall innerhalb des Kreises mit dem Radius 1 gegen eine bestimmte Grenz- 
funetion convergirt. so muss diese gleich 


a+2p—2y—1 1-20 — 28 


F(o, ß,y, 42(1+2)")(1— 2) ; (1423) ?° 
sein. Damit ist also für alle Werthe von «, 5, y mit Ausnahme der posi- 
iiven ganzzahligen Werthe von 7 bewiesen. dass 


; 

r—=% 2a 1 2P u. yo A 1—2a—2£ 
= lim. (c,)2” = F(e, P,y, 43 (1+3) ) (1-2) . (142) ? 

' y m % 


ist. Wegen der Steligkeit der Coeflicienten der Potenzreihen, die beide Seiten 
darstellen, in Bezug auf die Grössen «, P, y gilt aber die vorstehende Glei- 
chung für alle Werthe dieser Grössen. 
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Die Function (1+32)'”"N,,(e, ?,y,42(14+z2)”°) und ihre Ableitungen 
nach z convergiren also mit wachsendem m gegen die Function 


F(«, P,y, 43 (1+2)”)(1—3) e (1+2) ° 
bezüglich deren Ableitungen. 
Ebenso hat die Function (1+2)”N,,.ı(e, %, y, 42 (1432)””) gemäss der 


Relation N;,;2 = Non; — Cm: © N5„ zur Grenzfunction 
ar? dawn. Bun ‚0 ..un 
F(e, 2, 7, 42 (1+2)")(1— 2 i 1+32 
$. 9. 


Kehrt man jetzt, nachdem die Grenzfunclionen, auf die in $. I hin- 


gewiesen wurde, bestimmt sind, zu den dortigen Betrachtungen zurück und 


i u. ie 
transformirt den Ausdruck —— / 





durch Einführung von 2 =43z(1-+-3 





Na-ı.fi 
so erhält man 
,0...0,_,(43)”" (+2) fu (a, ß, y,42(14+3)7°) 
( A n—1\° 2) Tu - u Fr = da u 3 ae nahe Fuchs Tr 
’ . N.-ı(e, B, 7 Y> 4;(1- 72%) ) @ (@ P Y> 4z | 1 j %) u 
a, nu ie a 
Die Function ——————— convergirt nach $. I und $.2 mit wachsendem 


n1.lo 
ı (1—3)i Air 1+-2)etP ]°, 
| Fa, ß, 7, 42(1+2)?) ) 
Dieser Ausdruck bleibt endlich mit Ausnahme derjenigen Punkte, worin 





gegen 


F(«e, 2,7, 42(14+2)”) verschwindet. lim.a,a,...a,_,(42)""=0, wie in $. 


nn 


sezeigt worden ist, also convergirt der Ausdruck «a,a....a,_,\43 ln ae 


V, fo 


innerhalb des Kreises mit dem Radius 1 mit Ausschluss derjenigen Punkte. 
worin F(«, P,y, 43(1+2)”) verschwindet, gegen Null. In diesen Punkten. 
wo F(o,ß,y,43(1+z)””) oder F(e, $,y, x) verschwindet, verschwindet aber 
F(o,#+1,y-+1,x) nicht, vorausgesetzt, dass nicht eine der Grössen «, in 
dem Kettenbruche verschwindet und dieser daher ein endlicher ist; weil sonst 
nach der Relation f,=f,,ı—4,,1@f,,, sämmtliche Grössen f, in demselben 
Punkte verschwinden müssten, was gemäss dem in $. 1 angegebenen Grenz- 
ausdrucke von f, für r= x nicht der Fall ist. Daher wird in diesen Punkten 
F(a, $+1,y-+1, 
F(e, P,y, x) 
Das Resultat ist mithin, wie in der Einleitung ausgesprochen, dieses 

der Näherungswerth des hypergeometrischen Kettenbruchs convergirt bei be- 


liebigen Werthen der Grössen «, /, y in dem ganzen Gebiete ausserhalb der 


unendlich. 





der Quotient 
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Sirecke auf der Abseissenaxe c=-+1...+» mit Ausschluss derjenigen Punkte. 
\ F(a«,#-+1,r- 
worin der Quotient ——-—— 


, t I) 
x } 





©) 
u - unendlich wird. wegen diesen Quotienten. 
"(@,Pp, 


> 


Ueber das Verhalten der Funelion Fe, ?,y, x) in der Umgebung des 
Punktes #1 giebt die Formel von Herrn Kummer (Band 15 dieses Journals 
Aufschluss, welche diese Function durch die partienlären Integrale der linearen 


Differentialgleichung. die von (l1—.r) abhängen. ausdrückt: 


AF(a,d,e + —y+1,1—x)+B(l1— ra)’ F(y-0,y—P,y-oe—P+1.1- x 
) I(y— IN) Uly—a—P—1\ B- I y—1) MUlae+ßP—y—I 
i s IN zz en 37 5 p \ won 
I y—a—1 IIcy- 3—1 Ha -L° IHKB—1) 
wo e 
1929 
. e |  ERRT® TRBPEre. 
ee 
„ (z-+1)\e +2)... (2-+n) 


welche Formel gilt. solange „—a— 7 keine ganze Zahl ist. Wendel man 


F(«,#-+1,y--1,r) 

diese Formel auf den Quolienten Ba an. wolfern „y—a@—/3 nicht 
Fia, 3,7%) | 

sanzzahlig ist, so findet man leicht. dass, wenn keine der Grössen @, y—/ 


+4. y-e-+1 der Null oder einer negativen ganzen Zahl gleich ist, in wel- 


chen Fällen der Kettenbruch ein endlicher wäre. der Quotient den Punkt r—=1 


zum Verzweigungspunkte hat und ausserdem, wenn die Grössen e, 9, y reell 
sind. auf der Strecke der Abseissenaxe 2£—= -+1...+» imaginär wird. In 


letzterem Falle kann daher die Keltenbruchentwickelung, die auf dieser Strecke 
aus reellen Elementen besteht. keinen der beiden Zweige darstellen. 

Die in $. I angegebene Reihe, welche den Kettenbruch identisch er- 
seizl. Jässt sich in den einzelnen Gliedern differentiiren und stellt alsdann dic 
Ableitungen der ursprünglichen Function dar, was auf dieselbe Weise, wie 
bei dem specielleren Keltenbruche,. den der Verfasser im 66. Bande dieses 
Journals behandelt hat, gezeigt wird. 

Es soll jetzt an einigen Beispielen nachgewiesen werden. dass es in 


er Fi«,$#-+Hl,y+1,x) _. 
der That Quotienten F er - ER mit unendlich fortschreitendem Ketten- 
(0, P, 9, X) 





bruche siebt. die in Punkten des Gebietes ausserhalb der Strecke auf der 
Abseissenaxe r = -+1...+s unendlich werden. 
Zu dem angegebenen Zwecke betrachte man folgende aus dem Binomium 


Y 


I— 2)" = Fi—u,1l.1.x) entspringende, hypergeometrische Functionen 








Thome, Kettenbruch für den Gaussschen Quotienten 2° hypergeometr. Reihen. 309 


1— (1-z)" = ueF(1—u, 1,2, 2), 


14a 1-(755) | = ar(-, E55. 2‘) 











1+x ee dr’ 
Azul) _: a0 u u 
| 1+ I j l I +2 \ Er 21 >2 . D - > Pe | ) 


Es werde « reell und von einer ganzen Zahl verschieden angenommen. Führt 


i re . > i i u—1 u—2 3 ‚N 
man alsdann die Functionen F(l—u,1,2,.x). F ( —,-—-,—,0). 





2 2 / 

u u—1 1 . m a i F(@«,#-+1,»-+1,x 
Fi-—,.—: — 2’) als Nenner in den Quotienten a0 Be AL 
2° u &, , Fia, ß. 7,2) 


ein. so erhält man aus diesem unendlich fortschreitende Kettenbrüche. In der 


ersten Function bleibt für x die Strecke auf der Abseissenaxe r—=-1...+x 
ausgeschlossen, in der zweiten und dritten die Strecken 2 = — x... —| und 


+1...+%. Wird daher 1- (1—- x)“ = 1—e“"**, 17 ET: : 1 er'°sV ge. 
selzt. so bleibt für # und e die Strecke —x®...O ausgeschlossen und die 
Logarithmen nehmen den Werth Null für «und o=1 an. Damit nun 1--e“'** 
und 1-+-e“':” in dem betrachteten Gebiete von « und ® verschwinden. muss 


2m . 2n +1 
loea = — ni und loge = — 
{ m 


u 
ganze Zahlen sind. Da aber, wenn 2 = 
Grenzen —rı und +77 genommen wird, logx mit dem Anfangswerthe Null für 


ri sein. wo m und » näher zu bestimmende 


ı 


e”' oesetzt und 9 innerhalb der 





. u & ’ . 2m 
r-—=1 gleich 9 wird, so müssen m, » und « die Bedingungen —1 << 1 
) 2 ü A 
er 2n 1 > so “* . ® u M - 
und —1< -———<1 erfüllen. Sind aber diese Bedingungen erfüllt, und wird 
In 2n+l u 
ER u "click ® . uloveu | ıloo r. 
wer „me " geseizt,. so verschwinden 1—e“'”®" und 1-+e“'®”. Wird 


Im 
= 758 


nun noch für m der Werth Null ausgeschlossen, damit in I-r=e*“ und 


Im 











1—r BR . . . . . — 766 
ze © nicht verschwinde, so sind die aus den Gleichungen I-r=e“ , 
—[7TLT 
1 Ei  . 4 nl ” 
_r a a Br — si ’ . 

—e“ _—-=e“ sich ergebenden Werthe von x solche. welche, 
1+r 1 Tr 


beziehlich in die angeführten, hypergeomelrischen Funclionen eingeselzt, diese 
innerhalb des jeder zugehörigen Gebietes verschwinden machen. Für dieselben 


Werthe von x kann, wie oben nachgewiesen, der Zähler des Quotienten 
F(«,$-+1,y +1, x) 
F(a, ß,y,®) 
tient unendlich. 

Berlin. im Mai 1867. 


nicht verschwinden: für diese Werthe wird daher der Quo- 





—— ii 


Journal für Mathematik Bd. LXVIL Heft 4. 40 
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Ueber die Entwickelung beliebig gegebener 
Funetionen nach den Besselschen Functionen. 


(Von Herrn Carl Neumann in Tübingen.) 


> 
W ie man die von Cauchy aufgestellte Formel 

„un I er 

Pb: 2... 
mit Vortheil verwenden kann zur Begründung von Entwickelungen nach stei- 
senden oder fallenden Potenzen, ist bekannt. (Vgl. die Theorie des fonctions 
doublement periodiques, par Driot ei Bouquet, pag. 20 — 34.) Dass man 
durch dieselbe Methode auch zu Entwickelungen gelangen kann, welche fort- 
schreiten nach den Kugelfunetionen erster oder zweiter Art, dürfte gleichfalls 
bekannt sein. (Vergel. meine kleine Schrift über die Entwickelung einer 
Funelion mil imaginärem Argument nach den Kugelfunctionen erster und zweiter 
\rt. Halle. 1862.) 

Neu aber wird es sein. dass man jene Formel auch benulzen kann 
zur Aulfindung und näheren Begründung von Entwickelungen. welche fort- 
schreiten nach den Desselschen Functionen J", oder auch nach gewissen neu- 
gebildeten Funetionen O'. In Betreff dieser 0” ist zu bemerken, dass sie zu 
den J” in ganz ähnlicher Beziehung stehen. wie die Kugelfunetionen zweiter 
Art zu denen erster Art, d. i. wie die 0" zu den P". 

Die Besselsche Function ,”(z) wird bekanntlich definirt durch die steis 
convergente Reihe: 

t 


2"IIn \ 2.2n+2  2.4.2n-+-2.2n +4 





wo /In=1.2.3...n (und demgemäss //O = 1) ist. 

Die von mir eingeführte neue Function 0"(z) ist eine ganze rationale 
r . | N ’‚n Y ® ». 
Function von — vom (n-1)"" Grade, welche verschwindet für 3= x, also 
eine Funclion von folgendem Charakter: 


a 
as en „nl un N üh zn—l ++t-r+ ber are 


a 2 EN 





Die Constanten A, 5, C, G, H sind alternirend = 0: so dass die Function 
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% 


0”(z), je nachdem n gerade oder ungerade ist. entweder ein Aggreralt von 
lauter ungeraden oder ein Aggregat von lauter geraden Potenzen ist. 

Versteht man unter &, eine Gonstante. welche für »=0 den Werth 1. 
für n>>0 den Werth 2 hat, so dient als Definition von 0"(z) die Formel: 
n 2 3" \ 

EL) zet! c MBIT PERS ENTZT' 

wo der Ausdruck rechts bei einem gewissen Gliede abzubrechen ist, nämlich 
nur diejenigen Glieder umfassen soll, welche verträglich sind mit dem der 
Function O"(z) beigelegtem Charakter. (Das letzte Glied innerhalb der Paren- 
these enthält also die »'“ Potenz oder die (a—1)" Potenz von z. je nachdem 
n gerade oder ungerade ist.) 

So ist, um einige Beispiele anzuführen: 

















0° (z) Rn 2, 
Ei 1 4 
0O’(z2) = 
eH; Z Pr 
1 16 192 
0'(z) = —-+ 3 ; 9 
5 % % Z 
und andererseits: 
B 1 
0'(z) iD 
3 24 
0° (2) — 2? + Pr . 
FR 5 120 , 192% 
0’ (2) ui er z* er 76 ° 


Ebenso wie J"(z) repräsentirt wird durch das von Bessel angegebene Integral 


1 7U ; 
J"(z2) = —/[ eos(zsinw—nw)dw, 
m. 


ebenso kann auch O0”(z) durch ein bestimmtes Integral ausgedrückt werden. 


Es ist nämlich: 
In ne u Vad I =t\n 
0" (2) uf In ae Ve FEN og. 


0 





Die hauptsächlichen Resultate meiner in Betreff der Functionen J und 0 an- 
gestellten Untersuchungen sind folgende. 


1. Für jedes beliebige » (ausgenommen n =0) ist: 
40 * 
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oJ" (z | 
2 = I), 
a 00" (z) w et 
N — 0” !(2)—-0"''(z). 
0% u 


Auf den Fall »= 0 sind diese Formeln schon desshalb nicht anwendbar, weil 
J"'(z) und O°'(z) ohne Definition geblieben sind. Diese Lücke findet ihre 
Ausfüllung durch die Formeln: 





oJ’ (2) u 
Fa FEERFTEN 
00° (z) 
a A 1.3 
ae - en u; 0 (2 J* 
0% 


Mit Rücksicht auf die J waren diese Formeln schon von Bessel aufgestellt. 
2.  Versteht man unter / eine auf der z Ebene in geschlossener 
Bahn und in positiver Richtung herumlaufende Integration, so gelten die 


Formeln: 


SI (z)J"(2)dz = (, 
SP 0 (s)ds =, 


SI" (9)0"(@)ds = W, 


wo m, n» beliebige (gleiche oder verschiedene) Zahlen sind. 
Wenn das von der Integrationscurve umgrenzte Gebiet den Punkt 0 
nicht enthält, so ist jederzeit 


k—=(. 
Enthält aber dieses Gebiet den Punkt O in sich, so ist 
_ 
=, oder =0, 


„# 


jenachdem die Zahlen m, » gleich oder verschieden sind. 

Unter dem Punkte O ist hier der Anfangspunkt des in der z Ebene 
festgesetzten Coordinatensystems, und unter &, die schon früher angegebene 
Constante zu verstehen. 

3. Sind z und z, complexe. der Bedingung mod.z < mod.z, unter- 





worfene Variable, so lässt sich der Bruch mit Benutzung der Functionen 


y4 — 
3, Pc 


J, 0 in folgende Reihe entwickeln: 


Fe 32,3" (3)0°(zı). 


ı 0 





[A| 
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Diese Entwickelung bleibt convergent und gültig, so lange die angegebene 
Bedingung mod. 3 < mod. z, erfüllt ist. 

4. Jede Function f(z), welche innerhalb eines Kreises mit dem Mittel- 
punkt O eindeutig und stetig ist, kann (und nur auf einerlei Art) entwickeli 
werden in eine nach den J”(z) fortschreitende Reihe: 


f() = WI (2) +aJ' (2) + J°’(2)+,-. 
welche convergent und gültig bleibt für alle Punkte innerhalb des Kreises. 
9. Jede Function f(z),. welche eindeutig und stetig ist auf der von 
zwei concentrischen Kreisen mit dem Mittelpunkt O begrenzten ringförmigen 
Fläche, kann (und nur auf einerlei Art) entwickelt werden in eine nach den 
J"(z) und 0*(z) fortschreitende Doppelreihe: 


f\3) — aus (2) +0, J' (3)+ 0% I (2)+- 


+B0°@)+B,0'(8)+,0°(2)+-, 


welche convergent und gültig bleibt für alle Punkte jener ringförmigen Fläche. 

6. Die constanten Coefficienten « und «, ? in den Entwickelungen 
4. und 5. können unmittelbar berechnet werden durch Anwendung der Integral- 
Eigenschaften in 2. 

7. Die Entwickelungen in 3., 4., 5. erleiden durch (beliebig oft wie- 
derholtes) Differentiiren nach den Variablen z, z, keinerlei Beeinträchtigung 
hinsichtlich ihres Convergenz- und Gültigkeits - Gebietes. 

8. Die eine particuläre Lösung der Differentialgleichung 


ZA Ze 
—- +— + F = 0 


02° 5 & 








ist bekanntlich 
F= J°(s). 


Ihre andere particuläre Lösung wird nicht etwa durch die Function 0/2). 
sondern durch folgende Reihe repräsentirt: 
F = J"(8).logs+2 [7° (2) 4°) +). 


Sie besteht also aus zwei Theilen, von welchen der erstere im Punkte 0 
logarithmisch unendlich wird, während der andere (dargestellt durch eine stets 
convergente Reihe) eindeutig und stetig bleibt für sämmtliche Punkte der 


z Ebene. 
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9. Die Function J"(z) genügt bekanntlich der Differentialgleichung:: 


, 
0% 

Eine Differentialgleichung, welcher die Function 0”(z) Genüge leistet. ist 

folgende: 





3 0% 











o’F 3 OF „"—1\,„ 
2 + =. nn 1 er N aan: vr b) 
0% 2 0% Z e 





Bir, a a ’ i nn. ni 
wo g, gleich — ist für jedes gerade », hingegen gleich — ist für jedes 


= 1 


ungerade n. 


Tübingen. 28. März 1867. 


Die Untersuchungen, deren Resultate ich hier in Kürze mitgetheilt habe. 
sind inzwischen von mir in ausführlicher Weise dargelegt worden in einer separat 
erschienenen Schrift: „Theorie der Besselschen Functionen“*. Leipzig. 1867. 


Friedrichroda, 21. August 1867. 
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Mittheilung über Kettenbrüche. 


(Von Herrn E. Heine zu Halle.) 


Auszug aus dem Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften zu Berlin 


$. 1. Die Untersuchungen, welche ich hier mittheile, beziehen sich 


auf den Kettenbruch, in welchen sich 


fi dz 
o=/f fi 
[® or Z 


verwandeln lässt, wenn « und / reelle oder imaginäre Constante bezeichnen. 
fiz) irgend eine Function von z ist, welche o einen bestimmten endlichen 
Werth ertheilt, und wenn die Integration auf einem gegebenen Wege erfolet. 
Sind « und ‚> reell, so denken wir uns auch den Wee reell. 

Es handelt sich hier also um sehr alleemeine Funetionen 6: inlegrir! 
man z. B. über eine sogenannte Peripherie um x, so verwandelt sich o unter 
den bekannten Bedingungen in —2nif(x). 

Schon in früheren Arbeiten habe ich ein besonderes Gewicht auf die 
Näherungsnenner gelegt, und sie z. B. im 32" Bande, p. 209 dieses Journals 
benutzt. um den Kettenbruch selbst zu finden: es liefern nämlich die bekannten 
recurrirenden Formeln, welche je drei aufeinander folgende Näherungsnenner 
verbinden, sofort die Partial- Zähler und Nenner des Kettenbruchs. 

Im Folgenden gebe ich die Näherungsnenner des Kettenbruchs für © 
an. und zwar wird ein solcher Nenner. wenn er vom »"“”" Grade ist. durch 
ein »faches Integral ausgedrückt; aus demselben findet sich durch je eine 
Integration der Näherungszähler und der Rest. d. h. die mit dem Näherungs- 
nenner multiplieirte Differenz zwischen o und dem Näherungsbruche. 

Es werden sodann einige Eigenschaften der Näherungsnenner von © 
angegeben, und u. a. findet sich eine Beziehung zu einer Reihenentwickelung. 
die in einem speciellen Falle, welchen ich näher untersuchte, in dem nämlich 
fix) gleich 1 dividirt durch die Quadratwurzel aus einer ganzen Function 
von x ist. eine Analogie mit der Entwickelung in trigonometrische Reihen 
darbietet. Zugleich zeigt sich, dass in diesem Falle die Näherungsnenner von 
° zu jenen ganzen Functionen gehören, die einer linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung genügen, über welche ich in einer früheren Mittheilung vom 
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7. Januar 1864 berichtete. Der Rest tritt als eine zweite Lösung derselben 
Differentialgleichung auf. Unten gebe ich die Resultate an, wenn die er- 
wähnte Quadratwurzel aus einer ganzen Funclion vom dritten Grade ge- 
zogen wird. 

$. 2. In der Analysis haben solche Gesetze für Entwickelungen 
die grösste Bedeutung, nach welchen die Entwickelung nur auf eine Weise 
erfolgen kann. So stellt man ein Gesetz auf, um eine reelle Zahlgrösse o 
auf völlig bestimmte Art in einen Kettenbruch zu verwandeln, dessen Partial- 
Zähler sämmtlich 1. dessen Partial-Nenner positive ganze Zahlen sind. Um 
in ähnlicher Weise eine Function von x — sie heisse o — zu entwickeln. 
kann man zwei verschiedene Geselze aufstellen, von denen das eine Ketten- 
brüche solcher o liefert, welche sich nach ganzen absteigenden Potenzen von 
r ordnen lassen. das andre auf Reihen anwendbar ist. welche nach ganzen 
Potenzen einer Grösse x oder 2 —c aufsteigen. 

Im ersten Falle seizt man 

1 1 


o=M,+—: 9, =-G,+—: etc. 
, 0, 


wenn @G,. @,. etc. ganze Functionen von x bezeichnen, und o,, 0,, elc. für 
x =» selbst unendlich werden *). Dieses Gesetz giebt offenbar einen ganz 
bestimmten Kettenbruch für 6, und @,. @,, etc. sind mindestens vom erslien 
Grade. Man beweist bekanntlich leicht den Satz: Sind irgend welche ganze 
Functionen @,. @,. (@%, etc. @,_, gegeben, und man fügt ihnen eine solche 
(Grösse o, hinzu. dass der aus den Partial-Zählern 1 und den Partial-Nennern 
GG. @, etc. @,_,. 0, gebildete Keltenbruch gleich o wird, so ist dies 
immer die Entwickelung von o, welche man nach obigem Gesetze erhält. so- 
bald nur für =x auch 09, =x. 

Ist gleich das Folgende so gefasst, dass es sich ausschliesslich aui 
diese Art von Kettenbrüchen bezieht. so kann es doch sofort auch auf solche 
übertragen werden. welche nach aufsteigenden Potenzen von ze —c geordneten 
Reihen entsprechen. Man erhält solche Kettenbrüche indem man setzt 

(a -— c)®o 


o=k,-+  G=k+ —; etc. 


7 Ö, 








%*N 


) Des bequemern Ausdrucks wegen soll der Fall eines rationalen o, also eines 
abbrechenden Kettenbruchs überall ausgeschlossen werden. Um diesen Fall zu um- 
fassen müsste man die obige Bedingung für @,, o,, etc. durch die im allgemeinen mit 


1 


1 





ihr übereinstimmende ersetzen, dass er etc. für 2= x verschwinden. 


2 
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und unter A,, k,. etc. Constante versteht, von denen nur %, Null sein kann. 
unter gu, 9ı, ete. positive ganze Zahlen, unter o,, ©,, etc. Functionen von 
x, die sich für e=c in eine von Null verschiedene Constante verwandeln. 

Der Coefficient der höchsten Potenz von z in jedem Näherunesnenner 
ist zwar vollkommen bestimmt, doch für das Folgende ohne Wichtigkeit. Es 
soll deshalb Näherungsnenner schlechtweg auch das Product des wahren 
Nenners in eine willkürlich gewählte Constante heissen. Zähler und Rest 
sind dann der wahre Zähler und Rest mit der gleichen Constante multiplieirt. 
Die Bestimmung der erwähnten Constante bietet nicht die mindeste Schwie- 
rigkeit dar. 

$. 3. Die Function, welche in einen Kettenbruch entwickelt werden 
soll, sei gegeben und wie im $. 1. 


'p ’ dz 
= Sr, 
J) 13) 
u“ 


so dass @, gleich Null wird. Es mögen die unbekannten Partial- Nenner @,. 
G@,, elc. vom Grade g,. 9, etc. sein. Zähler, Nenner und Rest des v"" 
Näherungsbruches heissen Z,, N,, R,, denen zuweilen noch das Argument, 
also hier x, hinzugefügt wird. Die Zählung ist so zu verstehen, dass 





EB: 5 
N, 5 G 


gesetzt wird. Z, N und AR sind durch die bekannte Gleichung 


1.) N..0-Z, =R 


; 
verbunden. Der Grad von N, sei n, so dass 


nn = ptr9t+t"+9, 
also »n nur dann v ist. wenn der Kettenbruch durchaus regelmässig wird, 
d.h. wenn alle Partial- Nenner vom ersten Grade sind; in allen übrieen 
Fällen hat man » >». 
Man weiss, dass die nach fallenden Potenzen von x geordnete Function 
R, mit der —(n+g,,,)"" Potenz von x beginnt, und dass dieser Umstand ein 
System von linearen Gleichungen zur Bestimmung der Coelficienten von N, 
liefert. Durch ihre Auflösung finde ich folgendes Resultat: 
Sind x, &;, ete. x, Veränderliche, nach welchen von « bis 9 integrirt 
wird, setzt man ferner 
v(z) = (2 -2,)(C—-2)...(e—E,) 
Journal für Mathematik Bd. LXVIlL. Heft. 4. 41 
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und bezeichnet die Diseriminante von w(x), also das Quadrat der Producte 





der Differenzen aus je zwei von den Grössen &., &%, elte. x, durch 4, so 
wird der v“ Näherungsnenner durch das n fache, der Näherungszähler und Rest 


aber durch das einfache Integral ausgedrückt 


(2. N, == / u z)fa)fl&)...f(z,) Sdada....dx,, 


— 


2, fin rer. 


[A| 


L > 


S. 4. Es könnte so scheinen, als ob diese Formeln noch nicht zur 
Bestimmung der N bei gegebenem f ausreichen, indem die Anwendung der 


Formel (2.) verlangt, dass man den Grad des Nenners N, im Voraus kennt. 
Es lässt sich aber beweisen, dass immer und nur dann ein Nenner n’“” Grades 


existirt, wenn der Coefficient der höchsten Polenz von x in (2.), d. h. wenn 
‘ “p , a N > 
8, / faÜ)f(:)... fix.) Ida, da,...da, 
( 


nicht verschwindet. Man wird daher aus (2.) dennoch alle Nenner N,. N,, etc. 


erhalten, indem man für » successive sämmtliche positive ganze Zahlen setzt, 


für welche /3.) nieht verschwindet. 
Der Gang des Beweises ist folgender: Da man den Kettenbruch und 


speciell 9, .,. den Grad des v1“ Partial-Nenners, noch nicht kennt, so kann 


man nur sicher sein, dass jeder Nenner N vom x" Grade die Eigenschaft be- 
sitzt. im Producte N.o die negaliven Poltenzen bis zur —x°" incl. fortfallen 
zu lassen; die Lücke, welche dadurch entsteht, dass man über die zunächst 
[oleenden Potenzen im Ungewissen bleibt, lässt sich jedoch ausfüllen, wenn 
man als zweite Eieenschaft ins Auge fasst, das N und Z keinen Theiler 


oemein haben. Diese beiden Eigenschaften sind, wie sich leicht zeigen lässt, 


bestimmend, d. h. jede ganze Function »"" Grades N, welche die Eigenschaften 


hesilzt. erstens, dass im Producte N.o die neealiven Potenzen bis zur — nr" 


inel. fortfallen. zweitens, dass die ganze Function Z, welche die nicht ne- 


oaliven Polenzen im Producte N.o enthält, mit N keinen Theiler gemein hal, 


ten 


ist ein und daher der Näherungsnenner »“" Grades von ©. 


Dies vorausgesetzt stelle ich der Reihe nach folgende drei Punkte fest: 


I) Existirt ein Nenner N vom x" Grade, so ist eine ganze Funelion n 


Grades, also dieser Nenner, durch die erste Bedingung allein schon vollständig 
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(d. h. bis auf einen constanten Factor) bestimmt. 2) Ist umgekehrt eine ganze 
Function als Funetion »"" Grades durch die erste Bedingung schon vollständie 
bestimmt. so genügt sie von selbst der zweiten, ist also ein Nenner »"" Grades. 
3) Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass durch die erste 
Eigenschaft allein eine ganze Function »"" Grades N vollständie bestimmt sei. 
besteht darin. dass (8.) nicht verschwindet. 

Um den ersten Punkt festzustellen bezeichne N oder X .r) den Nenner 
n"" Grades. dessen Existenz vorausgeeseizt wird. der also beiden Bedineuneen 


oenügl, und daher die einzige ganze Function »"" Grades ist. die beiden @ 
nügl; ferner sei N'(x) eine davon verschiedene Function »"" Grades. wenn 
es solche giebt. die der ersten Bedingung allein genürl. Es mösen Z und 
Z' den Buchstaben N und X entsprechen. Dann wird für jeden von Null 
verschiedenen Werth der willkürlichen Constante 4 auch AN-+-N' mit 4Z--Z 


einen Theiler. also auch einen Theiler ersten Grades 2 — co vemein haben. 


Da N(o) nach der Vorausselzung nicht mit Z/e) zugleich verschwindet, so 


müssen verschiedenen 4 auch verschiedene «@ entsprechen. Es folgt nämlich 


aus den zwei Gleichungen 


No) +N'(o)=0, ‚Z(e) + Z (e)=VÖ. 


von denen wenigstens eine nicht Null als Factor von 4 enthält, dass jedem 
ce ein 4A, verschiedenen @ verschiedene # entsprechen (höchstens einer Anzahl 
von je #» verschiedenen « können gleiche 4 entsprechen). Unendlich vielen 
verschiedenen 4 entsprechen also unendlich viele verschiedene @, und man 


hat demnach für unendlich viele. daher für alle x 
N(z)Z(2)—N'(z)Z(z 0. 
was weven des gleichen Grades von N und N’ nicht möglich ist. 
Um auch die Umkehrung (ad 2) zu beweisen nehme man an, es sei 
N= mw+ar+-.-+a,r 
durch die erste Bedingung allein vollständig bestimmt. Diese ist gleichbe- 
deutend mit der Erfüllung eines Systems von » linearen homogenen Gleichun- 
gen, deren Unbekannte der Reihe nach a,. a,. etc. a, sind. Hälte nun A mil 


Z den Theiler d gemein, so würde 


— — bu+b,2r+-+b,r"” (m < n). 


wie aus Division von (1.) durch Ö erhellt, einem Systeme von noch mehr, 


also sicher von ebenso vielen Gleichungen genügen. dessen Unbekannte 5,, 
41 * 
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b,,. ... b,„ sind, während die m+1 Vertikalreihen mit den ersten m+1 des 
früheren übereinstimmen. Es würde also dem ersten System ausser a,, a,, etc. 
„ zunächst noch ein System von z Werthen genügen, dessen erste Unbe- 
kannte b,. b,. etc. b,„, dessen übrige sämmtlich O sind. Diese mit einem 
willkürlichen Factor multiplieirt und dann den a hinzugefügt geben ein neues 


da 


System von Werthen a,, a,, etc. a,, in welchem a,=a, also nicht Null ist, 
während nicht alle a‘ gleich den entsprechenden a sind, so dass N gegen die 
Voraussetzung durch die erste Bedingung nicht vollständig als Function n'” 
Grades bestimmt wäre. 

Durch die erste Bedingung, also durch das vorerwähnte System linearer 
Gleichungen sind aber die Coefficienten einer Function 2" Grades nur und 
immer bestimmt, wenn eine gewisse Determinante, nämlich der Ausdruck (3.) 
nicht verschwindet. Es ist demnach auch der dritte Punkt erledigt. 

$. 5. Aus den vorhergehenden Entwickelungen folgen einige Eigen- 
schaften der Nenner N, die sich wesentlich bestimmter aussprechen lassen, 
wenn, wie es von jetzt an immer geschehen soll, angenommen wird, dass 
f(x) zwischen den reell gedachten Grenzen « und 5 von x reell und von 
demselben Zeichen ist. 

In diesem Falle kann (3.) für keinen Werth von z» verschwinden. Es 
giebt also Nenner N von jedem Grade, und N, ist genau vom v'”. Der 
Kettenbruch für 0 wird durchaus regelmässig, indem jeder Partialnenner vom 
ersten Grade ist. Der Rest R, beginnt genau mit der — (v-+1)'“” Potenz von x. 

Man kann ferner zeigen, dass N,(x) keinen Factor L(x) besitzt, der 
zwischen 2= o und © = /? dasselbe Zeichen behält. Setzt man 


= ["z'N,(e) f(x) de, 


so lassen sich nämlich die » linearen Gleichungen, welche den »v'" Nenner 
bestimmen, durch v» Gleichungen i,=0 für alle ganze u von u=0 bis 
«—=v-—1 ersetzen. Nach dem vorigen Satze sind diese v» Gleichungen voll- 
kommen bestimmend für N,, und man kann hinzufügen, dass in Folge des- 
selben i, sicher nicht verschwindet. Würde nun N, in L/x).M(x) zerfallen, 
wo M demnach vom niedrigern als dem v'“" Grade, vom A'" wäre, so müsste 
M(x) der 4" Näherungsnenner des gleichfalls regelmässigen Kettenbruchs für 


z- JE en 2 





sein, indem ja 
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»B 
/ z“M(x).f(x) L(x) dx 


j 
i, ist, also für «=0O bis u=v—1, also sicher bis « = A—1 verschwindet. Es 
dürfte aber, da auch > einen regelmässigen Kettenbruch giebt, ö, nicht ver- 
schwinden. Daher ist L eine Constante. 

Fügt man hinzu, dass, wie sofort aus (2.) folgt, alle reellen Wurzeln 
von N=0 zwischen @ und /5 liegen müssen, so hat man den Satz: Alle 
Wurzeln von N, (x) = 0 sind ungleich und reell. Sie liegen zwischen «& und /?. 

$. 6. Bisher ist es mir nicht gelungen, die vielfachen Integrale (2.), 
durch welche die Nenner N ausgedrückt werden, durch directe Methoden, 
z. B. durch Einführung neuer Veränderlichen, auf wesentlich einfachere zu re- 
duciren, während man doch weiss, dass eine Reihe von Fällen existirt. in 
denen die Integration sogar vollständig ausgeführt werden kann. So z. B. 
kennt man aus meinen früheren Arbeiten den Ausdruck für die Nenner in 
Form einfacher endlicher Reihen im Falle 

fx)= (1-2), «e=0, P=1, 
in welchem o sich in eine hypergeometrische Reihe verwandelt, deren erstes 
Element 1 ist. Für 
fall, um, feel 
wird 
N, = f (x) Ada, dd, = eo (8), 
—1 


wenn P die Kugelfunction und c eine Constante bezeichnet, deren Werth 
durch die Gleichung 

c.[1.(1.3).(1.3.5)...(1.3.5...2v7—1)? = [771.172...ITv]’ 
gegeben ist. Aus dem vorigen Paragraphen weiss man, dass die Wurzeln 
dieser Nenner verschieden und reellsind und zwischen O und 1. resp. zwischen 
-—-1 und +1 liegen. Dieses Resultat ist für die Kugelfunctionen schon lange 
bekannt. 

$. 7. Entwickelt man eine Function $(x) nach Funclionen, die H,(x) 
heissen mögen, so ist die Bestimmung der Coefficienten besonders bequem. 


wenn es eine Function f(x) giebt, welche für jedes ganze u und v 


Fe "H.(&)M,(&).f(x)de 


zu Null macht, sobald « von v verschieden ist. Derartige Ausdrücke M sind, 
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wie aus $. 5 folgt, die Nenner N und man hat den Satz: Lässt eine Function 


Pix) sich in eine nach den Nennern N von 6 fortschreitende Reihe entwickeln 


so werden die Constanten A durch die Gleichung 


f%] 


"p u en i 
Me ef $(z)N,(z)f(z)dx 


(£ 


bestimmt, wenn man zur Abkürzung 


_ _ (IN (z)\ f(z)dx 
=) Me) fie 


setzt. 

Der Zusammenhang solcher ganzen Funclionen mit den Kettenbrüchen 
wird noch ganz besonders durch folgenden Satz erläutert: Hat man ganze 
Functionen N,(x) vom v'” Grade, wenn v der Reihe nach alle ganzen Zahlen 


von dB bis x vorstellt, und es verschwindet für jedes von v verschiedene ganze u 
5 ö ’ re 
f N,(z)N,(z)f(z)d«, 
[04 


so sind die N, die Nenner in dem Kettenbruche für ©. 


L 


So ist bekanntlich 


‚ ei 
(a.) / cos un.cosvadu = VO. 


v) 


Macht man hier cosa = x. so dass also cosva eine bekannte sanze Funclion 


leı 


v'“" Grades von x ist, die N,(x) heissen mag, so wird 


L 


a Fee x lc 
\ b. / N u v2 N, \ sc TR cn 2 — 0. 
Y1— x 


und man erfährt hieraus, dass diese Function N, (x) der v" 


’ 


Me 1 dz st 
eG = ee 
J 2-3 Mr yo 


—1 


Näherungsnenner 


ist von 





Es war bisher ein Satz nicht bekannt, der auch für die elliptischen 
Functionen zur Coellieientenbestimmung bei Entwickelung von g(ama) ebenso 
dienen kann, wie (a) oder (b) bei Entwickelung von Y(u) nach Cosinus oder 
Sinus der Vielfachen von a. Aus unseren Untersuchungen geht aber hervor, 


dass, © = sinama gesetzt, die Näherungsnenner N,(x) von 


| ” 
u. d 
(4.) u 52 / PER, — — 
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dieselbe Rolle bei Entwickelung von p(amau) spielen, wie die cosvn 


von p(u), indem man die beiden (gleichbedentenden) Formeln hat 


N K r z . \ r z . 
, / N, (sinama)N, (sinama)du — 0. 


—K 

ale a Ir 

(57) / N,(#) N, (2) —— su . od, 
I | 1-2’ yI— 2° 


Aehnliches erhält man für alle Abelschen Functionen. 
$. 8. Schliesslich sollen die Nenner N, welche 
Werthe (4.) von o entstehen, und deren Bedeutung hier nacheewiesen 


näher untersucht werden. Damit aber die Untersuchunsen. di 


| 


ISt 


Abelschen Funclionen leichter übertraeen lassen. wird statt der Form /4.) vo: 


o die andere 


® 

Een r dz 

5.) = . vlz 3—0)(3—ß)(z 
R { 


2 —3)yw(z) | j 


4 


oewählt; auch sollen, um Weitläufiskeiten zu vermeiden, «, 


beschaffen sein, dass e <_9<Zy. Ferner werden folgende Bezeichnungen 


pP zrdz 0, 
w, ——, q i 


« | ın (= ) 127 
[#4 ’ 


eingeführt 


u 2) — 2” 1(0,3° | #7 7 - ©, a 


3 
Es ist bekannt. dass sämmtliche ® lineare homogene Funelionen von 
©, und ®, sind (®, = aw,+bo,); da nun F in (2.) eine homogene Function 


von &, ®%, etc. ist, so wird N eine solche von w,, w,. ®&,. etc. ZB 


findet man 
N, = m2—o, 


N, = (ur —0,)C-+ (0, m; — 0, W)C+ WW; — U 


Dividirt man jedes N durch eine geeignele Polenz von @,. 


= 2 - | i< 
ONNE Jeaoen Fu 


das so entstehende N eine andere Bezeichnune einzuführen. da uns hier di: 


constanten Factoren von N s»leicheültie sind. so sieht man ein. 


dass N, ein 
ganze Function nicht nur von x sondern auch von q ist, und dass in derselbe 


») 
f [4 


keine andere Irrationalität vorkommt, wenn «, 5, y als rational gerechnet wer- 
den. So erhält man, wenn man in dem Beispiele zur Abkürzung der Formel 


(,=0 macht, 


V 2’M 19,2 2r G.--290 4 36T | 2T7C,q IS/ 57 
u ° , 


tv 
— 
ze 
\ 
_ 
. 
.r 
- 
en 
Ya 
I 
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bei der 


aus dem besondern 


lie hier der Kürze 
halber auf elliplische Functionen beschränkt bleiben. sich unmittelbar auf alle 


7. v reell und 
(’s 5 i l 0 


A 
h 
& 
ix 
Er 
& 
14 
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Die Functionen N treten als particulare Lösungen einer linearen Dif- 
ferentialgleichung auf. Dividirt man, um dies zu beweisen, (1.) durch N,, 
differentiirt hierauf nach x und multiplieirt die so entstehende Gleichung mit 





N,.yw(x), so erhält man 
ni id 2.v)] nn. 4 (R.vy 
vl rl] = mine 
und erkennt hieraus, dass die rechte Seite von der Form a(x—0) und dass 
a nicht Null ist. Ferner können die Constanten a, d' keine andere Irrationalität 
als q enthalten. Hieraus folst 
a „([scs—06 | 
R.yy = an / > 


Yyv(e) 
Da R nach (1.) keine Integrale dritter Gattung enthalten kann. so muss. unter 





Berücksichtigung des Umstandes ($. 5), dass die Wurzeln von N=0 ungleich 
und weder @ noch ? sind, für jede Wurzel x von N=0 

d’N dN 

dx’ dx 





2 (2 —0)w(e) + (20) w (2) — 2y(z)] 


\ 


verschwinden. Man hat also den Satz: Der Nenner N, ist eine ganze Function 
v'"" Grades, welche für jedes unbestimmte x der Gleichung 


(6.) 2 (2-0) w(z)y" + [(2-I)yw (2) —- Ry(z)]y'+[ata,2—v(2v—1)2’]y = 0 
genügt; eine zweite für =» verschwindende Lösung dieser Gleichung ist 
R,yw(x). Es bedeuten hier d, a, a, bestimmte Constante, die, ebenso wie 


die Coefficienten von N, keine Irrationalität ausser q enthalten. 


Meine schon früher mitgetheilten Untersuchungen hatten ergeben, dass 
@+)@+2) 
2 
der Form (6.) existiren, deren jede ein Integral besitzt. welches ganz und 





bei festgehaltenem «, /, y, d im allgemeinen Gleichungen von 


vom Grade » ist. Die betreffenden a« und a, in (6.) werden durch Gleichungen 
höheren Grades definirt, welche im vorliegenden Falle die Eigenschaft be- 
sitzen, dass eine zusammengehörige Gruppe a und a, nur die Irrationalität 
q enthält. 

Es bleibt noch die Frage zu beantworten, welche Bedingungen die 
Grössen d, a und a, erfüllen müssen — es sind «, 9, y gegeben — damit 
ein Integral einer Differentialgleichung von der Form (6.) der Nenner N, von 
o sei. Man weiss, dass jede ganze Function, welche (6.) genügt, jedenfalls 
vom v'” Grade ist, ferner dass, bei willkürlich gewähltem d, doch a und a, 
immer, und zwar auf mehrfache Weise (im allgemeinen) so gewählt werden 
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können, dass ein Integral von (6.) ganz — daher vom v"" Grade — wird. 
Unsre Frage geht also dahin, wie d gewählt werden müsse, damit ein Integral 
von (6.) grade N, sei. 

Man kann die Untersuchung auf zwei verschiedene Arten führen. Es 
war oben gefunden, dass N, und R,.yı zwei particuläre Lösungen von (6. 
sind. wenn man d, a und a, gehörig bestimmt hat: der Werth von R, ist 
durch (2.) aus N, bestimmt. Es lässt sich nun zeigen: Wenn eine vanze 
Function y=M(x) der Gleichung (6.) genügt und es ist 


en (PM lz 
y= () (X) =] w(X / =: ’ = u 


T—3 yYy(@) 


eine zweite Lösung, so muss M(x)=N, (x), d. h. so muss M der Nenner N 
von o und daher Q(x)=R,(z)yw(x) sein. Denn die zweite Lösung 0, 
welche nicht vom Grade v ist, muss, wie aus (6.) hervorgeht, den Grad 
—v-+4 besitzen, so dass, @, gleich 

S Me) —— 

y Yvw(x) 
gesetzt, die » Gleichungen entstehen i,=0 von u=0 bis u=r-—1, also 
die v Gleichungen, welche nach $. 5 die bestimmenden für N, (x) sind. Die 
allgemeinen Untersuchungen im 60. Bande dieses Journals S. 261 auf den vor- 
liegenden Fall angewandt zeigen, dass Q nur und immer ein Integral von (6. 
ist, wenn ,=i,=0 wird, und geben daher das Resultat: Nur und immer 








\ 


wenn Ö, a, a, so bestimmt sind, dass die eine Lösung M{x) von (6.) eine ganze 


Function von x wird, und dass ausserdem 


z r 7 ” 
Sum) ——=/ zu) —=0, 
. ) Yw(x) 








Y(z) 


ist M(x) der v'" Nenner N,(x) von 0. Zugleich ist dann 


R 'PM(z) lz 
ef _ 
en 4 > 


r 
£ 





a 
der Rest, und R,(z)yw(xz) eine zweite Lösung von (6.). Die Grössen a, a, 
und Ö sind durch diese Bedingungen eindeutig als rationale Funclionen von 


ın 


q bestimmt. 

Wie bekannt giebt die Bedingung, dass M ganz sein soll, zwei Glei- 
chungen zwischen a, a,. 0; die Bedingungen ö, =, = 0 liefern zwei lineare 
Gleichungen zwischen den Coeffieienten von M oder zwei Gleichungen zwi- 
schen a, a,, Ö und führen in die Coefficienten dieser Gleichungen die einzige 
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Irrationalität q ein. Aus den vier Gleichungen zwischen a, a, und d erhält 
man je zwei für a, a, und d, und durch Aufsuchen des grössten gemeinsamen 
Theilers werden a, a, und Ö eindeutig als rationale Functionen der Coeffi- 
cienten bestimmt; denn es giebt nur eine Function, die allen Bedingungen zu- 
oleich venügt. 

Bei der zweiten Art die Untersuchung zu führen. geht man davon aus, 
dass nur die Gleichungen „= 0 von e =0O bis u=r--1 erfüllt zu sein 
brauchen, wenn M mit N, übereinstimmen soll. Aus (6.) findet man leicht re- 
currirende lineare homogene Gleichungen, die einzeln nicht illusorisch werden, 
um von u —=%2 bis «u =rv—1 die Grösse i, durch die vorhergehenden auszu- 
drücken und dann noch eine Gleichung, also im ganzen v»—1 homogene lineare 
Gleichungen zwischen 4, &, elc., &,_,- Ist „=4,=0, so folgt aus denselben 
mit Nothwendigkeit, dass wirklich auch die übrigen i, bis «e=v-—1 incl. ver- 
schwinden. Zählt man die Zahl der Unbekannten ab, so könnte man sogar 
olauben, dass die Bedingung i,= 0 schon hinreichend sei, um die übrigen i 
zu Null zu machen, ohne dass es nöthig wäre, noch die zweite i, = 0 hinzu- 
zufügen. Es würden dann die v—1 homogenen Gleichungen zwichen den v 
Grössen ö,, d,, ete. &,_, vollkommen unabhängig sein. Allgemein kann ich 
nicht entscheiden, ob dies der Fall sei; für besondere Werthe von v fand ich, 
dass die Gleichungen nicht unabhängig sind, und die Bedingung i,=0 nich! 
von selbst das Verschwinden von i, nach sich zieht. Verzichtet man aber 
auf Resultate, die in dieser Art gewonnen sind, und nimmt als möglich an, 
dass i,=0 schon öi=0 nach sich zieht, so würde man statt vier nur drei 
Gleichungen zwischen a, a,. d, also nur je eine für jede von diesen drei 
Grössen erhalten. Diese Gleichungen dürfen nur eine Werthengruppe geben: 
es müssen dieselben also entweder vom ersten Grade sein oder doch nur gleiche 
Wurzeln enthalten. 

Weiteren Untersuchungen muss die Entscheidung über die noch schwe- 
bende Frage vorbehalten bleiben, ob es Fälle giebt, in welchen die Forderung 
auf S. 325. dass auch ö, noch neben i, verschwinde, eine überflüssige dadurch 


wird. dass sie von selbst erfüllt ist. 
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Ueber eimige Probleme der Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung. ins Besondere über das Rouge et Noire und 
den Vortheil der Bank bei diesem Spiele. 

Ein Beitrag zur Wahrscheinliehkeitsreehnung. 


(Von Herrn L. Oettinger zu Freiburg im Breisgau.) 


D:: Rouge et Noire (Trente et un auch Trente et quarante venannt) 
ist ein Spiel. welches nur zwei Wechselfälle für Gewinn und Verlust hat. 
und dessen Gang in Folgendem besteht. 

Ein Pack von sechs vollständigen Kartenspielen (Groupe oder Sixain 
genannt), von denen jedes 52 Blätter (13 von jeder der vier Farben) enthält. 
wird vor Beginn des Spiels wohl gemischt. Im Spiele zählt jede Karte nach 


den auf ihr verzeichneten Augen 1, 2.3. ... 10 ohne Unterschied der Farben. 
Die Bilder jeder Farbe zählen 10, so dass in den Blättern jeder Farbe die 
Zahlen 1, 2, 3, ... 9 einmal und die Zahl 10 viermal vorkommt. 


Sind die Einsätze gemacht, so wird zuerst eine Reihe von Karten auf- 
geschlagen und hierauf eine zweite Reihe. In jeder Reihe wird das einzeln 
umgeschlagene Blait nach seinem Werthe gezählt und damit so lange fort- 
gefahren, bis die zu der Reihe gehörenden Blätter eine der Summen 31, 32, ... 
bis höchstens 40 liefern. 

Die erste oder obere Kartenreihe gilt für die schwarze, die zweite 
oder untere Reihe für die rothe Farbe. Diejenige Reihe, deren Summe die 
niedrigste ist. also 31 Augen zählt oder dieser Zahl am nächsten kommt, ge- 
winnt; diejenige, welche die höhere Summe zeigt, verliert. 

Dies ist die eine Chance von Gewinn und Verlust, die den Namen 
Rouge et Noire führt. Im Falle des Gewinns wird dem Spieler die einfache 
Summe zu seinem Einsatze ausgezahlt. 

Die zweite Chance ist das Spiel auf die Farbe (Couieur) und XNicht- 
farbe oder Gegenfarbe (Contrecouleur oder inverse). Sie besteht in Folgendem: 

Die erste aufgeschlagene Karte (also die erste Karte der oberen Reihe) 
bestimmt die Farbe (roth oder schwarz). Setzt ein Spieler auf die Farbe und 
ist die zuerst umgeschlagene Karte schwarz, so hängt sein Gewinn davon ab, 


dass die erste Kartenreihe (welche für schwarz gilt) gewinnt, also die nie- 
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drigste Summe zeigt. Ist die erste Karte roth, so hängt der Gewinn des 
Spielers davon ab, dass die zweite. für roth geltende, Kartenreihe gewinnt, 
oder die niedrigste Summe zeigt. Tritt das Gegentheil ein. so verliert die 
Farbe und die Gegenfarbe gewinnt. Beide Chancen werden in jedem einzelnen 
Spiele entschieden. 

Ist das erste Spiel vollendet, so werden die aufgeschlagenen Karten 
entfernt. Von den noch übrigen Karten werden auf gleiche Weise zwei wei- 
tere Kartenreihen umgeschlagen und das Spiel so lange fortgesetzt. bis alle 
Blätter der sechs Kartenspiele erschöpft sind, worauf das Spiel von neuem 
beginnt. 

Jedes einzelne Spiel wird in allen Fällen entschieden. worin die Sum- 
men der beiden Kartenreihen unter einander verschieden sind. Zeigen beide 
Kartenreihen die nämliche Summe. was man refait (oder apres) nennt. so 
bleibt. wenn die Summe 32, 33. ... 40 beträgt. das Spiel unentschieden, und 
es gewinnt weder der Spieler noch die Bank. Erscheint dagegen in beiden 
Kartenreihen gleichzeitig die Summe 31, so gewinnt die Bank die Hälfte aller 
Einsätze. Hierin besteht der Vortheil der Bank. 

Es ist klar, dass nur 10 Summen in einer Kartenreihe eintreten können, 
wenn man dieselbe abschliesst. sobald eine bestimmte Summe erreicht oder 
überschritten ist. Da im vorliegenden Falle 31 die entscheidende Summe ist, 
so bilden die Zahlen 31 und 40 die Grenzen der bei diesem Spiele möglichen 
Fälle. Jeder einzelne von den 10 möglichen Fällen der ersten Kartenreihe 
kann sich mit jedem der 10 möglichen Fälle der zweiten verbinden. Es sind 
daher 100 Fälle möglich, von denen 90 das Spiel ebensowohl zu Gunsten der 
Spieler als der Bank und einer nur zum Vortheil der Bank entscheiden können, 
während 9 das Spiel unentschieden lassen. Wäre das Eintrellen jedes ein- 
zelnen Falles gleich wahrscheinlich, so besässe jeder die Wahrscheinlichkeit 
40, und der Vortheil der Bank wäre ein halbes Procent. Die Wahrschein- 
ichkeiten sind aber verschieden und dieselben zu ermitteln. ist die Aufgabe, 
mit welcher ich mich beschäftigen werde. 

Die Summen, welche durch beide Kartenreihen zusammen erzeugt wer- 
den können, liegen zwischen 62 und 80, umfassen also nur 19 Fälle. Die 
beiden äussersten können nur auf eine Art, die beiden ihnen zunächst liegenden 
auf zwei Arten u. s. w.. die miltelste Summe 71 kann auf 10 Arten erzeug! 
werden. Da die Summe aller Augen in einem Kartenspiel 4.85 = 340 ist. 


so beträgt dieselbe in sechs Kartenspielen 2040. Daher liegt die Zahl der 
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möglichen Spiele, die mit 6 ganzen Kartenspielen gemacht werden können, 
zwischen 204° und ?24°, d. h. zwischen 25 und 32. 

Vor allem tritt bei diesem Spiele die Frage nach der Grösse des Vor- 
(heils der Bank auf. Sie hängt von der Bestimmung der Wahrscheinlichkeit 
ab, dass die Summe 31 nach einander in beiden Kartenreihen erscheine. Hieran 
schliesst sich die Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten. dass die übriven Sum- 
men 32 bis 40 durch das allmälige Umschlagen der 312 Blätter von sechs 
Kartenspielen erzeugt werden. 

Die Beantwortung dieser Fragen bietet dadurch Interesse, dass ihre Lö- 
sung eine Reihe besonderer Probleme erfordert, deren Entwicklung nicht ohne 
Schwierigkeit ist. 

Nach Feststellung der Grundzüge der Lösung dieser Fragen sah ich 
mich nach der vorhandenen Literatur um und fand einen kleinen Aufsatz über 
dieses Spiel in der Eneyclopedie method. p. d’Alembert ete. (Mathem. T. IN, 
p. 287 ff), der aber ohne Bedeutung ist. Dagegen hat zuerst Poisson die hier- 
hergehörigen Fragen im 16. Bd. von Gergonne's Annales d. Mathem. p. 173— 208 
(Mem. d. l’avantage du banquier au jeu d. trente et quarante) mit dem ihm 
eigenen Scharfsinn einer Untersuchung unterworfen, jedoch nur allgemeine 
Auflösungsmethoden und schliesslich Zahlenresultate ohne entwickelte Darstel- 
lung der hiezu nöthigen Formeln angegeben. wovon ein Auszug im 1. Bd. v. 
Baumgartner's Zeitschrift für Physik u. Mathem. p. 2285— 253 erschienen ist. 

Nicht nur die Auflösung des vorliegenden Problems, sondern auch die 
Auswerthung der Formeln bietet grosse Schwierigkeit. Poisson hal. wie es 
scheint. in seiner Abhandlung besondern Nachdruck auf die Erleichterung des 
schwierigen Calculs gelegt. und wurde dadurch zu nicht ganz genauen Re- 


sultaten geführt. worüber das Nähere später folgen wird. 


$. 2. 

Die vorliegende Aufgabe steht mit einer anderen in naher Verwandt- 
schaft. Beide lassen, unter Beibehaltung der Poissonschen Bezeichnung, fol- 
sende Darstellung zu: 

Es seien in einer Urne x, Kugeln der ersten Art, d. h. mit der Zahl 
I bezeichnet. x, Kugeln der zweiten Art, d. h. mit der Zahl 2 bezeichnet 


u. s. w., endlich «; Kugeln der ö“” Art, d. h. mit der Zahl i bezeichnet, ent- 


halten; p Kugeln werden gezogen. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, 
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dass a, Kugeln der ersten, a, Kugeln der zweiten u. s. w., a, Kugeln der 

i”” Art erscheinen und zusammen die Summe » erzeugen? und zwar 

a) wenn die gezogene Kugel zurückbehalten, also nicht in die Urne 
zurückgeworfen, 

b) wenn sie nach jeder Ziehung in die Urne zurückgeworfen wird. 


a) Wird eine bestimmte Reihenfolge im Erscheinen der Kugeln der 
verschiedenen Arten vorausgesetzt, so ist die fragliche Wahrscheinlichkeit. 
(dieses Journal Band 26, pag. 228 u. f.), wenn s die Summe der x und p 
die Summe der «a bedeutet, 

z, (2, —)...(2, —a, +9).2, 1)... —% +1)..2(&— 1)... — a; +1) 
s(s—1)(s—2)...(s—p-+1) = 


Ist aber die Ordnung beliebig, in welcher die Kugeln der einzelnen Arten 








1.) ee = 


nach einander erscheinen können, so vergrössert sich die Zahl der günstigen 
Fälle in dem Verhältniss, wie p zu ziehende Kugeln aus den verschiedenen 
Arten sich aneinander reihen können, und man erhält 


p.p—1..1.2,.2, — 1.2, —a +1.2,.2,—1..2,—a, +1.2.,—1..,—a +1 
s.s—1...s—p-+1.1.2...a .1.2...a,...1.2...a; ! 


aa, 
(S)» 


unter den Bedingungen 








w == 


(2.) 





© + + +, = 8 
(3.)  a+ + 9% --+a,=p, 
la, +2a,+ 9a, +ia, = n. 
Hierin ist die abgekürzte Bezeichnung 
1 RNIE-D- ur 


K /P Zu < u 


8.3..2 
eingeführt, die auch weiterhin beibehalten werden soll. 

Der in (2.) gegebene Ausdruck rechtfertigt sich auch folgendermassen. 
Da die Ordnung, in welcher die Kugeln in » Ziehungen erscheinen können. 
gleichgültig ist, so kommen die dem Unternehmen günstigen, aber unter sich 
verschiedenen Fälle in Betracht. Ihre Anzahl ist (=)... (&).,- (&3)a,.--- (&)a;- 
Die Anzahl aller möglichen Fälle ist (s),. Der Quotient beider ist der Aus- 
druck (2.). 

b) Die gleichen Schlüsse, wie unter der bisherigen Hypothese, gelten 
auch hier, nur mit dem Unterschiede, dass Potenzen an die Stelle der Facul- 
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täten treten, weil durch Rückgabe der gezogenen Kugel in die Urne die 
Kugelanzahl immer vollständig bleibt und jede Kugel jeder Art oleich viel 
mal wieder erscheinen kann. 

Die Wahrscheinlichkeit, wenn die Kugeln der verschiedenen Arten in 
bestimmter Reihenfolge erscheinen sollen, ist daher 


a 


uk RR: on ER sun BAR F 
l 2 3 i 
(4. ww = — BE ENEAHERE 
5 
Ist die Ordnung, in welcher die Kugelarten nach einander erscheinen sollen. 
oleichgültig, so wird 
(d.) ER <A „Sch cn. AMEHER 


unter den in (3.) angegebenen Bedingungen. 

Bei dem Rouge et Noire findet die Gleichung (2.) Anwendung. Sie 
steht mit (5.) in engem Zusammenhang, in sofern letztere den Grenzwerth für 
erstere bilde. Nimmt man nämlich die Zahl der Kugeln jeder Art ins Un- 
endliche wachsend an, so geht (2.) in (5.) über, weil dann die Kuselanzahl 
jeder Art nach jeder Ziehung auch bei nicht erfolgter Rückgabe als vollständig 
betrachtet werden kann. 

Da das Rouge et Noire mit 6 vollständigen Kartenspielen gespielt wird. 
so kann jede mit den Zahlen 1, 2, ... 9 bezeichnete Karte 24 mal, die Zahl 
10 aber 96mal vorkommen. Bei der Anwendung beider Gleichungen hat man 
daher = m == m=?R4, Lu =%, s= 24.13 = 312 zu setzen. Jede 
der Summen 31, 32, ... 40 führt eine Entscheidung des Spiels herbei. Daher 
wird frühestens mit dem Umschlag der 4"" Karte und spätestens mit dem der 
28°" Karte in jeder Kartenreihe eine der genannten Summen erschienen und 
das Spiel beendigt sein; p kann also die Werthe 4, 5, 6, ... bis 28 in (2. 
und bis 31 in (5.) durchlaufen. 

Die dritte Bedingungsgleichung (3.) hat folgende Bedeutung. Man soll 
den Zahlen « diejenigen Werthe beilegen, welche mit ihren Stellenzahlen mul- 
iiplieirt. die Summe » erzeugen, für deren Eintrelfen die Wahrscheinlichkeit 
zu bestimmen ist. Jedes « kann dann in (2.) einen der Werthe 0. 1. 2,... 
24 erhalten. Sind alle der dritten Gleichung (3.) genügenden Werthe der «a 
für ein besimmtes p gefunden, so werden sie in (2.) als Exponenten der Fa- 
kultäten der & eingeführt und hiedurch die gesuchte Wahrscheinlichkeit bestimmt. 


Dasselbe Verfahren eilt auch für (5.) mit dem Unterschiede, dass dort Potenzen 


statt Facultäten auftreten und die Werthe der « und p sich anders modifieiren. 





SIDE 
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$. 3. 


Bei dem Rouge et Noire kommt vorzugsweise nach $. 1 das Eintreffen 
der Summe 31 in Frage, was in 4 oder mehr Kartenumschlägen geschehen 
kann. Setzt man p=4, den einfachsten Fall, so ergeben sich nach $.2 fol- 
gende 18 Auflösungen, die zur Verdeutlichung des angegebenen Verfahrens 


hier stehen sollen: 
a, 4, Ad d;0g,Agdio d,4,dyQg 


| dd Alu A,AsGgylu A; Asyl 


Ad;4; Ad 
| a,0; Aydı 
A;0; Ayuydıv 


A;,A-Agylyu 
d;A;AyAu 
A; Az; Au 


4,Q-4,Gy 
d;Q; Gy, 
A- 4-34, 


Ad;,A-A, Ay A-4A, Ad, QAs 
d- d- d- A 


Aehnlich verhält es sich für höhere Werthe von p. Kommt in irgend 


einer Lösung eine der Grössen a, ... «, und zwar «mal vor, eine andere 


Pmal u. Ss. w., a, aber Amal, so entspricht dieser Lösung nach Formel (2. 
$. 2 ein Glied 
24.293... (96); 
(312), 

So setzt sich für p=4 die Wahrscheinlichkeit oo, die mit w, bezeichnet 
werde, aus 18 Gliedern zusammen, welche sich jedoch, weil =, =-=rr, 
— 24 ist, auf 7 zusammenziehen. 

Während im Rouge et Noire die Zahlen 1, 2,...9 je 24 mal, die Zahl 
10 aber Amal so oft also 96 mal vorkommt, kann man, ohne die Rechnung 
wesentlich zu ändern, die allgemeinere Annahme machen: die Zahlen 1, 2,... 9 
kämen je qmal, die Zahl 10 aber käme rg mal vor. Setzt man unter Einführung 
dieser Verallgemeinerung die in (1.) begonnene Untersuchung zur Bestimmung 
der Wahrscheinlichkeiten des Eintreffens der Summe 31 für 5, 6. 7... Karten- 
Umschläge fort, so ergeben sich auf dem angezeigten Wege 92, 221, 354 
aullösende Fälle, die sich aber bedeutend reduciren, und man erhält, wenn 
die Werthe der Wahrscheinlichkeiten mit w,. w;, ... bezeichnet werden, für 





20,,. w, folgende Resultate *): 


Der Herr Verfasser hat seine Rechnung in ähnlicher Weise auf w, und w, 
ausgedehnt, da aber die sich ergebenden Formeln aus 16 und 27 Gliedern bestehen 
und daher einen unverhältnissmässigen Raum einnehmen, so begnüge ich mich dıe 
specielleren Zahlenresultate weiter unten abzudrucken. B. 
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1 


3 


| 9 = (gan), dd rgAg.(dt2a 


2.) nr. 
“ I" OH). BE) lgdrg 





+H5f+2IKd +10 HIN)? 1443). 


Setzt man nun g=?24, r=4, so ergeben sich für die Wahrscheinlichkeiten. 


dass die Summe 31 in 4, 5. 6 und 7 Karten-Umschlägen bei dem Rouge ei 
Noire erscheine, folgende Werthe: 


v, = 0.05358344. 

33 0 = 0,05214118, 
jwo — 0.02856175. 
\w- = 0.01032207. 


Neigt dieses Spiel dem Ende zu, und nimmt man an, sämmtliche Karten seien 
bis auf 13 umgeschlagen, worin noch 4 Zehner und die übrigen Zahlen je 
einmal vorhanden sind. so ist g=1 und r=4 in (2.) zu setzen, und man 
erhält für das Eintreffen der Summe 31 in 4 bis 7 Umschlägen: 








As — 0,0559440559, 

er 

eiB5 - 0.0613830613, 
Da SER 

a5), — 0,0268065268. 

A = —= 0.0034965034. 


Einfacher besiimmen sich die Wahrscheinlichkeiten für das Eintreffen der 
Summe 31 nach (5.) $. 2, wenn die gezogene Kugel nach der Ziehung in 
die Urne zurückgeworfen wird. Man hat zu dem Ende Potenzen und die zu- 
gehörigen Vorzahlen einzuführen. Die g fallen aus dem Zähler und Nenner 
weg, und man erhält bei 4 bis 7 Ziehungen 





ıw, = ve 5 [Ar +48r'+112.r+56], 
ı eo. = &+ ein [450r° +2400r +2430], 
5) ( 
|, = wen mL — —— [1800r°+19170r + 32232], 
ar 4 Q4‘ 3 ]. 
vo, = mas, -[4410r° s9124r + 233331 
Journal für Mathematik Bd. LXVII, Heft 4. 43 
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Hierin kann r jede ganze Zahl bedeuten. Für r=4 erhält man folgende Werthe 
'w, = 0.0534995304.... 
I — 0.0517919809.... 
w; = 0.02854309..., 
w- = 0.01052435.... 


Diese Werthe stehen mit den in (3.) erhaltenen in einem Zusammenhang. 


6.) 


\ 


von welchem später die Rede sein wird, den aber Poisson unerwähnt ge- 


lassen hat. 
$. 4. 

Werden aus einer Urne Kugeln ohne Rückgabe der gezogenen Kugel 
gezogen, so bilden die entstehenden Gruppen Verbindungen, und in bestimmten 
Fällen mit beschränkten Wiederholungen; dagegen Versetzungen mit unbe- 
schränkten Wiederholungen, wenn die gezogene Kugel nach der Ziehung in die 
Urne zurückeeworfen wird. 

Mit Rücksicht auf diese Bemerkung stellen sich die in $. 2 angegebenen 
Fragen unter folgender Form dar. 

a) Wie gross ist die Zahl der Gruppen, welche die Summe » bilden, 
wenn unter den «venannten Vorausseizungen ohne Rückgabe der gezogenen 
Kugel p Ziehungen gemacht werden? 

b) Wie gross ist sie, wenn die gezogene Kugel nach der Ziehung in 
die Urne zurückgeworfen wird? 

Die Beantwortung der Frage a) fällt mit der Bestimmung der Zahl der 


Gruppen zusammen, welche die Summe » bei beschränkten Wiederholungen 


zur p"" Classe bilden; die der Frage b) mit der Bestimmung der Zahl der 


ten 


Gruppen. welche die Summe » mit unbeschränkten Wiederholungen zur p 


Classe bilden. 
Wird die so gefundene Gruppenzahl durch die Zahl aller möglichen 
zugehörigen Fälle getheilt, so ergiebt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit. 
Die Beantwortung dieser Fragen, namentlich der ersten, fordert einige 


vorbereitende Sätze. Sie schliesst sich an eine Reihe von Problemen aus 


der Wahrscheinlichkeitsrechnung an, die im 26. Bd. dieses Journals $. 14. 


pag. 311 u. ff. behandelt sind und jenen zur Vervollständigung dienen. 


Die beiden Darstellungen 


(1+a2)(1+a,2)(1+a;3)...(1+a,2) = 14+Vız+ 2° +. -+TV,3”, 


m 


(1+ 3)" = 1+ U,34+U,3°+ + U,3”" = 14+mz-+ (m),2°+:--+ (m), 2 
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stehen in folgendem Zusammenhang 





(3.) V,= C(a,,%, ... 4.) = 4% ...0,+09...0,_10,.14 "+ @.— 41 @u_r42 Am; 
ER . m(m —1)... (m —r-+1) 

(4.) U,=Cla, a,, ... a,| = (m), = — ;= ’ 

5 5 . o Were 


Die Vorzahl V, giebt die Gruppen der Verbindungen aus m Elementen zur 
r‘“" Classe an; die Vorzahl U, bestimmt ihre Anzahl. was durch eckige 
oeschiehl. 


‘ \ 


Klammern angezeigt werden soll. Der Uebergang von (1.) auf (2. 
wenn für jedes einzelne Element die Einheit gesetzt wird. Der Exponent von 
z zeigt in beiden Darstellungen die Classe an. 

In jedem Gliede von (1.) erzeugen die vorkommenden Elemente mil 
ihren Stellenzahlen verschiedene Summen, deren Grenzen sich für die r" 
Classe oder die Vorzahl von 3” in folgender Weise 

ar ER ar RT 
feststellen; » gilt für alle Werthe von 1 bis m. 

Soll nun eine Scheidung der in Ai vorkommenden Gruppen nach den 
verschiedenen, einer bestimmten Classe zugehörigen Summen vorgenommen 
werden, so hat man eine zweite en x so einzuführen, dass ihr Exponent 
mit der Stellenzahl des ee Elements übereinstimmt. Verfährt man 
nun nach der in (1.) und (2.) befolgten Weise, so erhält man folgende zu- 


sammengehörige Dueneiiien 


(1+a,23)(1+a,r°3) (1+a,x0°3)...(1+a,x”z) 
= 1+{hı e+h + set. +Vh: c")3 
+ ( V: x’ nu V; 2’ + v2 2° 4..4 SE ar 2‘ 
(6 \ / ar 6 u 5 u SR 
(6.) | + (Vs + V; x ie Vet. .+ ET *)2 
| 
_m(m+-1l) 
1.2 
fe r m(m+1) T 2", 
u: Sc 
‚(1+23)(1+2°’2)(1+2°3)...(1+x"”2) 
= 14(Uiz +Ul2’+Ule’4+. + Ula”)s 
e HUS+UREH+ URS 44 UL a) 
HU HU HU H HU) 
Rn: . . . . . . . . . . . . '. 


worin die Vorzahlen derselben Glieder in ähnlichem Zusammenhang wie in 
43 * 
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>e 


und 4.) stehen, so dass 


(8. ) V' z (! (sn; d, 5 ds Yon. G.)s 


n 


9.) U = Ol[sn;a,@,...4.);, 


wo F,/ die Gruppen der Verbindungen zur Summe » in der r“" Classe aus 
den Elementen a,, @., ... a, und U, die zugehörige Gruppenanzahl bezeichnet. 
was wie oben durch runde und eckige Klammern angedeutet wird. 

Die Darstellung des auch in anderer Beziehung wichtigen Productes 

ist in mehrfacher Weise zurücklaufend, und man muss bei zurücklaufender 

Bildung derselben die Gruppenanzahlen aller früheren Elemente, Classen und 
Summen kennen, um die späteren bilden zu können. 

Die Mühe der Ausführung wird durch folgende Sätze bedeutend er- 
leichlert. 

10.) Die Vorzahlen der Potenzen von x, welche einer und derselben 
Potenz von z (Classe) zugehören und von dem ersten und letzten Gliede gleich- 
weit abstehen, sind einander gleich, was aus der Natur der Gebilde folet. 


(11.) Die ganzen Ausdrücke in x, welche in zwei Potenzen von 3 


multiplieirt sind, deren Exponenten sich zu m ergänzen, (z’ und 3”) sind 


dieselben, dies folgt aus der Vergleichung von (2.) und (7.). 
(12.) Die Summe sämmllicher Vorzahlen von x, welche einer bestimm- 


$ . m(m—1)...(m—r-H1) „| 
ten Classe (z’) zugehören, wird durch (m), = ——...— be- 


stimmt, was auf die nämliche Weise erhellt. 

Diese Sälze bringen die Arbeit der Entwicklung auf den vierten Theil 
zurück. Der Satz (12.) bildet ein Correctiv gegen Fehler. Bei alledem wird 
die entwickelte Darstellung von (7.), die im Folgenden nöthig wird, nicht ohne 
hedeutende Rechnung mit Hülfe der zurücklaufenden Methode erlangt. 

Man kann sich aber auch einer unabhängigen Bildungsweise bedienen, 
welche diese Vorarbeiten unnöthig macht und die Gruppenzahlen der Verbin- 
dungen zu den verschiedenen Summen einer und derselben {r'") Classe, also 
die einer bestimmten Potenz von z (3’) zugehörigen Vorzahlen direct für sich 
auflinden lehrt, wozu man das Product (7.) auf folgende Weise darstellen kann: 


2 
4 > 


13.) (1+23)(1+ 22) (14 2°3)...(1+2"3)=P=140,3+0,2°+0,2...0,3”. 
Hierin bezeichnen die » Functionen von x mit den zugehörigen Gruppenzahlen. 
tie Bestimmung der Grössen ®,, © ... in der Entwicklung (13.) geschieh! 


bekanntlich dadurch, dass man xz für z setzt. Dann ergiebt sich: 
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\(1+4+2°%)(14+2°3)(1+2*%)...(1+2"''2) : mis heul 
(14.) \ « a T « we 1 | = ...X\ . x 2 

| — 140,23 +0,23 + 0,2°3°...0,.2” 3". 


Hieraus folgt zwischen je zwei auf einander folgenden Funclionen ® 
r, die Relation 
(15.) DB, 2 


und daraus ergeben sich für ®,. ©, die Ausdrücke 


‚ und 


7 mtl 
© UP, 
1—ı 
(2 — rt) (2’— art 
! __ i 
R ‚7 (1- 3 
19. (x - gi l (A rn I m’. 7 7 l 
} 1— r)1—r)(l—a 
ct — z" N (a grt1 } get! 
v, 
1—2)(0 N I— 14 
Die entwickelte Darstellung derselben bestimmt die in dem Ausdruck 
U[sn; a, 42, .... a, angezeigte Gruppenzahl und führt nach (5.) auf eine end- , 
liche Gliederanzahl. Die Anzahl der Elemente. woraus die Summen oebilde! 
werden sollen, ist auf m beschränkt. Sollen alle möglichen Elemente bei Er- 
zeugung der verschiedenen Summen einer Classe mitwirken. so hal man mx 
zu setzen. unter der Annahme. dass x I. fällt dann x=”*' aus den Formeln 
wee und (16.) geht über in 
n { l) 
“: x Er 
(17.\ u. — L FE 
i i 1— cz) i—x li—ı 
Die Vorzahl von x" in der entwickelten Darstellune von (17.) bestimmt dann 
die durch C [sn; a,, @&, a;.... angedeutele Gruppenzahl, wobei alle möglichen 
Elemente zur Erzeugung der Summe mitwirken können. Aus (17.) erhält man: 
cz ) 4 
u =——- =cHırH+a r \ 
1—ı 
2° ' 
LIE: | +2’ 122°’122°+32' +32 \ 
= A_eo)d—e 
mit foleendem Bildungessesetz für die Vorzahlen 
2.0, RE et 
18 (Cls 2n+9):qG,.lh.... : #9-+H1. 
\ GV.) ) .r ’ \ =) 
'Cls(&Rr+4);a,@,...| = n+1: 
x” 7 ‘ BG 4 Bı EB u . 
dv, = — = 2’ + r’+ 22° +30’ 4402" +52" 172" 
1— 2) 1— c’)(1— x?) | | 
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mit folgendem Bildungsgesetze der Vorzahlen 
C[s (62); a, ,a2,...] = (3n—3)n+1, C[s(6n+3);a,,a;,...] = In’, 
19.) *C[s 6n+1);a,,a:,...] = (3n—2)n, C[s(6n+4);a,,@,..] = (3n+1)n, 
ICs (6n-+2) ;a1,Q,...]" = (3n—1)n, C[s (6n-+5);a, ,a,...)” = (3n+2)n, 
von welchen sechs Gleichungen sich die fünf letzten in folgende 
C[s(6n+p);a,a,...” = [3(a—-1)-+p]n 
für p= 1, 2, ... 9 zusammenfassen lassen. 
Ebenso giebt », entwickelt die Reihe 
10 
a mer“ ee: Sie” 2" +2" +22" + 32" +5 + 649 
Das EEE der Vorzahlen dieser Reihe wird durch zwölf Glei- 
chungen gegeben, deren Aufstellung indessen um so weniger nothwendig ist. 
als dieselben sich bereits in der in Eulers Introductio im 16. Kapitel gere- 
benen Tafel finden. 
Mit diesen Prämissen ist auch die Gruppenanzahl der Verbindungen mil 


Wiederholungen zu irgend einer Summe » in der r“" Classe durch folgende 


Relationen bestimmt: 


NN | Be r 
\( sn; dı, a, ... — ÜUls(n+ er an 


20.) ( 
ü C'Is ’ u 2 4 
IC’ [sn; a1, @, ...]’ sn + 5 ar Te Pe D 


$. 9. 

Bei Erzeugung der Summen wirkt nach den Erörterungen des vorigen 
Paragraphen jedes der vorkommenden Elemente nur einmal mit. Die Beant- 
wortung des in den $.2 und $. 4 aufgestellten Problems setzt indessen vor- 
aus. dass die unter sich verschiedenen aber gleichbezeichneten Elemente oder 
Kugeln wiederholt, jedoch in beschränkter Anzahl zu Erzeugung der Summen 
mitwirken. Dieses Moment muss in den Calcul aufgenommen werden. Es ge- 
schieht nach den in $. 4 aufgestellten Sätzen und drückt sich in folgenden zwei 
zusammengehörigen Darstellungen aus 

(1-+a,x" z)(1+b, z"z3)(1+c,r"z)...‘ 
1+(a,+b,+0,+4+--+K,)x"3 
+ (a,b, +a,e,+ +0, k,) a 


I 
_— 


“. C(s rh): d,, b, Bu“ ka”. 3 
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r \ } \k | f 1 f " 2 Bi \ j 7 

(2.) (1+=2'3)" = 14(k),2"2+(k),a"3’+--+(k),e”.z 
Gleichung (1.) zeigt, wie die gleich bezeichneten Kugeln oder Elemente zu 
je einem, zu je zweien u.s. w. also nach den verschiedenen (lassen und 


zu den verschiedenen Summen zusammen treten. Gleichung (2.) zählt die 
hiedurch entstehenden Summengruppen. 

Soll demnach ein Element oder eine Kugel, welche die Zahl % führt. 
ein-. zweimal u. s. w. und höchstens k mal wiederholt, bei Erzeugung der 
fraglichen Summen mitwirken, so ist zur Bestimmung der bezüglichen Gruppen- 


anzahlen der Ausdruck (1+.x”z)* in den Caleul einzuführen. 

Durch Anwendung des Gesagten auf das in den $$. 2 und 4 unter 
a) aufgestellte Problem hat man folgendes Produe!t 

(3. P= (1+z23)".(1+=2'z3)*:.(1+2°3)°...(1+x2"32) 

in eine Reihe, geordnet nach den Potenzen von z zu entwickeln und die Vor- 
zahlen von x” zu bestimmen, welche denjenigen Potenzen von z zurehören. 
durch welche eine Lösung des Problems möglich ist. Hierdurch ist die dem Er- 
eieniss günstige Anzahl der Fälle gefunden, und man hat dann zur Bestimmung 
der fraglichen Wahrscheinlichkeit mit der Zahl aller möglichen Fälle zu dividiren. 

Dieses Product. worin die Eulersche Bezeichnunesweise beibehalten 
ist. findet sich bei Poisson pag. 185 in der Form 

U= (1+u)"(1+u)*... (14 u)“ 

unter einem bestimmten Integral. Hier hat es eine ganz verschiedene Bedeu- 
ung und dient zu anderem Zweck. Es löst die vorliegende Frage ganz all- 
semein und beschränkt sich bei der Anwendung auf das Rouge et Noire auf 
I0 Factoren. da jede von den ersten 9 Zahlen 24 mal. die Zahl 10 aber 
96 mal wiederholt bei Erzeugung der Summen 31, 32. ... mitwirken kann. 
Nimmt man nun, im Sinne der oben eingeführten Verallgemeinerung an. dass 
die ersten » Zahlen qmal und die (%-+1)“ mqmal wiederholt zur Summen- 
bildung mitwirken sollen, so fliesst aus (3.) folgende Darstellung 

4) P= [(1+z23)(1+2°z)(1+2°3)...(1+2°’2) (14 0"t' 2)”, 


oder. wenn der Kürze weoen für die ersten k Factoren 


(5.) (1+22)(1+2°2)...(1+=2'23) = 140,349 > +0’ 2°+--+0v,3 
»eschrieben wird, worin die e Functionen von x sind. 
P = [(1+0,2+0,3’°+- +0,32’) 1+ma"*'2+{m)a”"’3’+.+ (m), ".2")]’ 


6) ! =ellrbztrbrrbait + b4nat"] 
— 1+-M, 3 - N; z" F M, 2’ + M, 2’... 
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Die Bildung der e unterliegt den in $. 4 angegebenen Gesetzen, die der b 
folgendem 

/ h- ı / \ zn--2 ; ‘2 \ yh+p 
(T.) b, = v,+mo,_,2"*'+ (m); JRR vu u a | 37 RER nz 


ET ar 
die der M folgendem 
8) MM = qP(sk)+ (3 P(sk)+ (g),P’(sk)"...(g)ıP(sk). 

P'(sk)’ zeigt die Versetzungen mit Wiederholungen zur Summe %k in der r" 
Classe aus den Elementen b,, b,, b;. ... db,,, an, die als Functionen von 
x so unter einander zu verbinden sind, dass die Vorzahl von x" (Zahl der 
günstigen Fälle) bestimmt wird. Bei der Anwendung auf das Rouge et Noire 
wird. wie bemerkt, A=9, m=4. 9= 24. Zur Bestimmung der fraglichen 
Wahrscheinlichkeiten hat man folgende Werthe nöthig: 


co, = str +++", 
» = ©+2+20°+22°+ 324 32°4+4r’+ Ace" Arc" Ir” +. te”, 
o, = 2+2+22°+32°4+ Ace" +92" +72" +74 84 Sc” 
9) | + 8a Ta + 7a ta, | 
eo, = "+ 2"+2c" +32 +52" + 62484 9" + 112-112” 
+122" +11" + 110” +. +0”, 
u 2 
0, = z”Pv,. 
= 
= 20. 
2 
Hieraus leiten sich die Werthe der b in folgender Weise ab 
= + 4", 
(10.) b, = 9 +4v,2" +6r", 
db, = +40, 2" 460,2" +Ar”, 
u. Ss. w.. woraus sich ergiebt 
bb = s+ ++ +2’ +4", 
11.) b = +r+2r+2r°430+32°+4e’ Ace" +8 "47 ER HT ER +H6E" 


| + br’ dr" sr’ + Ar-+ Ir" + 62”, 


u. s. w. Die Berechnung der 5 habe ich bis 5- fortgesetzt, b, und die höheren 
b wirken bei Erzeugung der Summe 31, auf deren Ermittelung es haupt- 
sächlich bei dem Rouge et Noire ankommt, nicht mehr mit. Die Vorzahlen 
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aller Glieder der 5b, welche niedrigere Potenzen von x als die 31' enthalten. 
müssen bekannt sein, weil sonst die fraglichen Wahrscheinlichkeiten nach (8. 
nicht bestimmt werden können. Da die Summe 31 in 4, 5. 6. ... Karten- 
umschlägen erzeugt werden kann, so hat man die Vorzahlen von =’ in (6.). 


welche den Potenzen z*, z', ... zugehören,. anzugeben, hierbei in (8.) all- 
mälig 4=4, 5, 6. ... zu schreiben und die nöthigen Substitutionen zu machen. 
Man erhält dann folgende Werthe für die fraglichen Wahrscheinlichkeiten 
ar As; in a 
| ©; 73 [409 +36 (9),+ 2130 (9);+1528 (g),]- 
(13g), : 
WD- ee aaa, [199 + 3544 g)-+ 20631 \Q)sT 36120 (d)- 19230 (q 5|e 
(v4); 
IR. 
|, = ZEME (46g + 6456 (g),+ 73707 (g),+ 248564 (q), 
(1oq), a. 
+318330 (g),+ 137772 (q)s] - 
nE W. 
Auch die weiteren Wahrscheinlichkeiten «-. ws. ... %, sind von mir voll- 


ständig ausgerechnet worden. Diese Formeln waren nöthig,. um das Ender- 
gebniss bis auf 7 Decimalen richtig zu erhalten, doch wird ihr Abdruck der 
zu grossen Länge wegen unterlassen. Der Werth von q kann willkürlich 
angenommen werden. er bezeichnet die Zahl der Kugelarten oder Karten- 
larben und giebt das Mittel, den Gang des Rouge et Noire von Anfang bis 
zu Ende durch alle Kartenfarben bis zur letzten zu untersuchen. Setzt man 
in (12.) g= 24. so erhält man für die Wahrscheinlichkeit. in den ersten 4 \ 
und mehr Kartenumschlägen die Summe 31 erscheinen zu sehen. 
5 = 0.05358344 --0,000578482 
\ +0.05214118 + 0.0000987 36 
| +0,02356175 --0,000013972 

+0,01032207 +0,000001657 
+ 0,002756334+ 0.000000165 
| — 0,14805778. 


Diese Werthbestimmung findet sich in Poissons Abhandlung nicht. 


$. 6. 
Eine dritte Methode zur Bestimmung der fraglichen Wahrscheinlichkeit 
ergiebt sich dadurch, dass man das Product (4.) in $. 5. in zwei Theile theilt. 
die ersten % Factoren als Polynomium, den letzten als Binomium behandelt. 
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und nach den Potenzen von z entwickelt. Man erhält 


P = [(1+z2)(1+=°z)...(1+2”z3)(1+a**'z Y. 
(1+0,3+0.3°+ ER ‚(1+mg.2+ (mg):2°+ (mgq),2°+--) 
— 1+(Q,+mqg.x'*')3 
(1.) +(O:+mq.O,a'* N 


—t- . . . . 


+(0,+mg 0,_12"*"+ (mg), 0,2"... .(mg),e"*")z 


+ u.3s w. 
Die Bildung der Q unterliegt folgendem Gesetze 
‘ \ ve Ir 3 Nr r ar 3: r ‘3 
2) © = gqP(sk)'+(g)P(sk)+(g)P'(sk)...(g),P(sk)". 


wo jetzt Pk)’ die Versetzungen mit Wiederholungen zur Summe # in der 
r" Classe, aber nicht aus den Elementen b wie im vorigen Paragraphen, son- 
dern aus den Free ®ıs ®a» ».. ©, bedeutet. Die Werthe der o für 
= sind in (9.) $. 5. angegeben. 

Die so eben BES Ti Methode ist in der Beziehung allgemeiner als 
die in $. 5 mitgetheilte, dass auch der Werth von m (die Anzahl der Wieder- 
holungen des Vorkommens der Zahl A+1) willkürlich angenommen werden 
kann. Die Exponenten von z deuten die Classen oder die Zahl der Um- 
schläge an. 

Bei Bestimmung der Vorzahl von x” für eine bestimmte Potenz von 


z hat man die Vorzahlen der x, welche die genannte Potenz erzeugen, also 


a HR, ,.. zu beachten. Die Anwendung auf das 
Rouge et Noire verlangt daher die Kenntniss und Einführung der Vorzahlen 
von 2, x, x", x' aus Gleichung (9.) des $. 5 in Gleichung (2.) dieses 


Paragraphen. Setzt man nun A=9, so erhält man zur Bestimmung der Wahr- 
scheinlichkeit für das Eintreffen der Summe 51 in 4, 5, ... Kartenumschlägen 


Ka er ), 16 (+66 (+56 rg) 
\ +(49+8(9)) (mg)»+q(mg);]> 
3 ie = m [gt 340 (g),+2277 (q)5+4320 (9), + 2430 (g)- 
+(119+222 (g).+ 660 (g);+480 (g);)mq 
| +(99+40 (9):+45 (9):) (mg)]: 


u. S. W. 














‘ Ar 
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Setzt man g=24, m =4, so erhält man die nämlichen Werthe. wie sie in 
(3.) $. 3 und (13.) $. 5 gefunden wurden, wodurch sich die Richtiekeit der 


entwickelten Ausdrücke bestätigt. 


mM? 
Das zweite, mit dem vorigen verwandte und unter b) in den Sg. 2 
und 4 aufgestellie Problem beantwortet sich durch die entwickelte Darstelluno 


des Polynomiums 


« P= (actmxX+a,0’+-.-+a,r"” 
N,2+ N, .18"'"+N a2" +. ++ N,&"- 


n 


Man hat hierin die Vorzahl von x” zu bestimmen. wodureh die Anzahl der 
günstigen Gruppen gefunden ist. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 


N, P'|sn;a,,a,. «a di, ]? 


(2. vw=—-- nn, 


$7 $7 
ur s=4d+@+4;...a,. Es bezeichnet P’[sn: a. a,....«a,] die Anzahl der- 
jenigen Gruppen, welche sich unter den Versetzungen mit unbeschränkten 
Wiederholungen aus den Elementen a,. @. ... a, zur q“” Classe finden und 
die Summe » liefern. Diese Bestimmung der Wahrscheinlichkeit eilt für die 
Voraussetzung. dass aus einer Urne. welche die genannten Kugelarten ent- 
hält. g Kugeln gezogen werden und die gezogene Kugel nach der Ziehung 
in die Urne zurückgeworfen wird. 

Die Auswerthung des Ausdrucks P’|sn:a,,@;....a,]’” kann nach dem 
Inhalt der $$. 2 oder 4 geschehen. Damit ist aber die Sache nicht gefördert. 
Einfacher stellt sich das Problem, wenn man die ersten Kugelarten von der 
letzten trennt und jene unter sich gleich setzt. Dann stellt sich die Aufgabe 
unter folgender Form dar. 

(3.) In einer Urne befinden sich « Kugeln mit der Zahl 1, eben so 
viele mit der Zahl 2, 3. ... k und ma Kugeln mit der Zahl (+1) be- 
zeichnet: g Kugeln werden einzeln gezogen, unter ‚Rückgabe der gezogenen 
Kusel in die Urne. Wie gross ist die Wahrschemlichkeit, dass die Zahlen 
der gezogenen Kugeln die Summe » erzeugen’? 

Die Zahl der günstigen Fälle bestimmt sich nach (1.) durch die Vor- 


n 


zahl von x” in der entwickelten Darstellung von 


P=(ac+ax+--+ ax" +maz'*') 


af 2 N h--1\« ( PEN ‚g+1 
— (ct ++ ++ mat) = a(M + M, 12°"... 


(4.) 


Die fragliche Wahrscheinlichkeit ist, da ah-+ma Kugeln in der Urne vor- 


14* 
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handen sind: 









di a?,M, M, 
Du | . 
(a(h + m))? (h-+- m)? 
Da a sich weghebt, so ist es nicht weiter zu berücksichtigen und man erhält 


folgende zwei Formen aus (4.) 


























h+i e 
ze — "7 1 x1 
a \ Bas 2 ee r „I } ) -_ W; 3 „h er a h+1 q7 
'b. — + MX — | : ME r 
P=\— tm Aa (1+(m—1)a ) 
- 7 » f3 f 
‘.) = H_28 1-— (2 — m(c"— a2" )), 
\ . ) 


in deren entwickelter Darstellung die Vorzahl von x“ zu bestimmen ist. Zu 
dem Ende hat man 
x? 
8.) — 
' (1— 2)? 


In 6.) entwickle man (1+(m—1)2"—mx" *")? als Binomium und multiplicire diese 


Entwickelung mit (8.). so erhält man für die Vorzahl von x” folgenden Ausdruck 


1-1] ı 


= + (g), 12H (Hl), et ++ kn —1), 2" 


M, = a1), +gl(m—1) (a —h—1),_-m(n—h—2),-ı] 
+ (Im —1) (an —2h—1),1—- 2 (m—1)m(n—2h—2),-ı 
! ! 2 ‘ o\ u 
" +m (n—r?h—3),-ı 
+ (95 [m —1)’(n—3h—1),_1—-3(m—1)'m{n— 3h—2), 
+3(m—1)m’(n—3h—3),_—- m’(n—3h—4),_,| 


1 


2. . . , y. h 1? 7} lı 
Eine bequemere Darstellung leitet sich aus (7.) ab. Wird 1—(z’—m(x"—x"''))]' 


als Binomium entwickelt und mit (8.) multiplieirt, so bestimmt sich die Vor- 
zahl von x” durch die Gleichung 


u ee Er 
(2), 


I /I- l 


rm:  (n—2h—1),-1—2m| (n—r2h—1),_ı 
—(n—2h—2),-ı 


+m’ (n—2h—1),-ıl 
—Un—ıh—?),-ı 
+ n—2h—3),-ıl 








10° — (Q,] a —3h—1),-ı— 3m 
— (n—3h—2),—-ı 





+3m’|  (n—3h—1),-11—m’| (n—3h—1),-ı 

—An—3h—2),-ı |_-3(n—3h—2),—ı 

+ 0-39, 1430-31-99), 

| I— R—-3r—4),-1| 


* . [3 [ 























a, 
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Durch Benutzung der Gleichung 

/ f » al, » k\ (m ıLL_° ı_f k \ 

11.) (p+R),_,—k(p+k—1),_.1+ (k)a(p+k—2),.+" +2) (P).-ı = (Pl 
lässt sich, wenn man für p die niedrigste Basis in den zusammengehörigen 


Fakultäten und für % die entsprechenden Werthe 1, 2, ... setzt. die Dar- 
stellung (10.) in folgende umformen: 


M, — (a—1),_.— q| n —hı —1),- min —h- 2), | 


! 


| + (9), [(n—2h—1),_1— 2m (n—2h—2),_ + m’ (n—2h-3), 
(12.) { — (g)s,[(Rn—3h—1),_1— 3m (n—3h— 2), + 3m’ (n—3h—3), 
| — m’(n—3h—4),_.] 


—- ” 
l 


Sollen die Gruppenzahlen der Versetzungen mit Wiederholungen zur Summe 
n in der q°“” Classe unter den gegebenen Bedingungen bestimmt werden. so 
hat man (9.) oder (12.) mit a’ zu multipliciren. 

Setzt man h=9,. m=4 und für q allmälig die Werthe 4, 5. 6. 
so erhält man aus (12.) und (5.) für die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe 
31 in 4 und mehr Ziehungen erscheinen werde. wenn die gezogene Kugel 


jedesmal in die Urne zurückgeworfen wird: 


05, = 0.05349952 +0.0006465756 


| +0,05179198-10.000119278 

| +0.02854309 + 0.0000187340 

13.) | +0.01052435 +0.0000025439 
+0.00291452 + 0.00000030179 ; 
| +0.0000000314 i 
— 0,14806092. f 
die vier ersten Werthe wurden schon in (6.) $. 3 auf andere Weise gefunden. ; 
Die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen desselben Ereignisses bei dem i 


Rouge et Noire ist nach (13.) $. 5 um ein Unbedeutendes kleiner, was sich 
leicht aus der Natur der Sache erklärt, da dort eine beschränkte Zahl der Kar- 
tenfarben mitwirkt. Sie wird um so grösser werden, je mehr sich die Zahl der 
mitwirkenden Farben steigert, und würde mit der hier erhaltenen zusammen- 
fallen, wenn die Zahl der Farben unendlich gross wäre. Hiernach charakte- 
risirt sich der so eben in (13.) gefundene Werth als Grenzwerth für die bei 
dem Rouge et Noire möglichen Wahrscheinlichkeitswerthe für das Eintreffen 


desselben Ereignisses. 


a 
& 
« 
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Zu bemerken ist, dass die Werthe der drei ersten Summanden in (13. 
$. 5 elwas grösser, dagegen die der späteren alle kleiner, als die hier ange- 
sebenen sind, und dass der genannte Ueberschuss durch die spätern Ziehungen 
bedingt ist. 

Da a’ nach (5.) aus dem Caleul wegfällt und a die Zahl der mitwirkenden 
Ikugelarten bezeichnet, so ergiebt sich hieraus folgender bemerkenswerthe Satz. 

(14.) Sind in einer Urne h mit den Zahlen 1, 2,... h und m weitere 
mit 4-1 bezeichnete Kugeln enthalten, zieht man aus derselben je eine Kugel. 
welche unmittelbar darauf in die Urne zurückgeworfen wird, und soll die 
Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, dass die gezogenen Kugeln in einer be- 
liebigen Anzahl von Ziehungen die Summe » liefern. so bleibt die Wahr- 
scheinlichkeit unverändert, wenn für jede in der Urne vorhandene Kugel ein 
und dieselbe Anzahl von Kugeln der nämlichen Art gesetzt wird. Der Satz. 
dass die Wahrscheinlichkeit bei der vorliegenden Klasse von Problemen ledig- 
lich von dem Verhältniss der Anzahlen abhängt, in welchen die verschiedenen 
kugelarten vorhanden sind, gilt natürlich allgemein. 


Eine dritte noch bequemere Methode ergiebt sich auf folgende Art. 

Nach dem Inhalt des vorigen Paragraphen wird die fragliche Wahr- 
scheinlichkeit gefunden. wenn die Vorzahl von x“ in der entwickelten Dar- 
stellung der verschiedenen Potenzen von 


\nph-i mrh+? 
Fur sokädiu: A. z-+(m—1)c"t!— ma 
1.) RA=st+2° +0 +..." +met = — au = a igngei 


1— x 
bestimmt und dann durch die zugehörige Potenz von (h+m) getheilt wird. 








Die Beantwortung der vorliegenden Frage erfordert daher die Entwicklung der 


Ausdrücke 
R 
Gn: ( — —): ( = —): RE 


4 n 


die Ermittelung der Vorzahl von x” in jedem einzelnen und ihre Summirung. 
Die Operationen können dahin zusammengefasst werden, dass die Reihe 


‘ I 
2. 14, 7 (+ +: T + ee: T = en _._R 


h+m 
sebildet. summirt,. nach Potenzen von x entwickelt und die Vorzahl von r' 
bestimmt wird. Unter Einführung der Bezeichnung 
1 


h-- m 























Pe 








4.) 
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ergiebt sich für die rechte Seite von (2.): 

















1 1 
I—rR PD. da 20. art macht? 
1— x | 
1—a 
1— (1-2 —r|(m — 1) art! — maht?] 
: 1 h+-m-+A1 
Schreibt man ferner 1-+-r = a En U hat man schliesslich 
L r 
ee 
1—rR 1—ve— r[(m 1) H!— met?) 
in eine Reihe zu entwickeln und daraus 


die Vorzahl von x” 
wodurch die gesuchte Wahrscheinlichkeit gefunden ist. 
Nun ist 


zu bestimmen. 











1 _ 1-2 , (A-e)r|(m —1) cr — mart?] 
ur le Ber (1— ver)’ ; 
1- Di | (m— 1 )x' H_ matt? [’ AA — %) r| m —1)cr +! mo 

(1— vr)‘ a (1— vr)‘ 

Die Nenner führen auf Reihen, welche in der Form 
5 / > 
u Mi ee ee 
(1— vr)P Bar. 1+(p),_ıY€ I (pP 1),_? I I \P+ 2), ı) M| 


(a+p—1),_ıv"z"+- 
Wird nun hierin p=1, 2, 3, ... gesetzt und werden die 
entstehenden Reihen nach einander mit 1—r, (1—-x)r[(m—1)"""— mx 


d-2)r[m—1) 2" — met” T, 


enthalten sind. 


multiplieirt und die Vorzahl von .” in 
jedem Ausdruck bestimmt, das Resultat gehörig geordnet, so erhält man für 
die Wahrscheinlichkeit die Summe » in den entsprechenden Ziehungen er- 
scheinen zu sehen, folgenden Ausdruck 


w„=r.v"!+r[(m—1)(a—h)v""— (2m—1)(n—h—1)v" N 
+m(n—h— 2)v"""°) h 
+r? [(m —1)? (n —2h),v"""— (3m —1) (m—1) (a —2h—1),7"""° 
+ (3m — 2) m(n— 2h—2), v7" ""*—m’(n— 2h—3),v7""*°] 








arf \3/ ‘ n—3h—: A\/ ef ‘ N FR 1 # 
+r’[(m—1)’(n— 3h),7" "> — (Am—1) (m—1)’(n—3h—1),v"""° 
+3 (2m —1) (m —1)m(n—3h—2), v7" — (Am—3) m’ (n—3h—3), 7" ; 
+m’(n— 3h— 4),v7"" 7] | 
+ r* [(m—1)*(n — Ah), u" — (Im —1) (m —1)’(R—Ah—1), vr" 
+2(5m—2)(m—1)’m(n—Ah—2), 0" """-2(5m—3)(m—1)m’(n—Ah—3) vr“ 1 
+ (dm— 4) m? (n -— Ah —4), ve m’ (n—4h— 5), ee | 
8 
a 
fc 


Z 
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Setzt man hierin = 31. m=4. h=9, e= 44 undr = ,!,. so bestimmt sich 
die Wahrscheinlichkeit durch 4 Glieder und man erhält 
5.)  %z, = 0.1480609 

wie in (13.) $. 7. Die Werthe von z, h und m können willkürlich gewählt 
werden. Auf gleiche Weise lässt sich ©. ©. ... bestimmen. Die auf 
zwei verschiedene Arten hier bestimmte Woahrscheinlichkeit hat Poisson 
pag. 198 zu w,, = 0,148062 angegeben, also mit einer Abweichung in der 
sechsten Decimale. 


$. 9. 

Wegen weiterer Folgerungen wird es nöthig, den Zusammenhang, worin 
die Wahrscheinlichkeiten der unter a) und b) in dem $.2 und $. 4 genannten 
Probleme stehen. kurz nachzuweisen. Darauf, dass die Wahrscheinlichkeiten 
für b) die Grenzwerthe für a) bilden, wurde schon in $. 7 hingewiesen. Dies 
folgt einfach, wenn in (12.) $.5 die Zahl der Kartenfarben also g unendlich 
oross gesetzt wird. Dann gehen die Facultäten in Potenzen über, alle Glieder 
mit Ausnahme der letzten verschwinden, und man erhält genau die bereits in 
(6.) $. 3 gefundenen und in den einzelnen Summanden der rechten Seite 
von (13.) $. 7 wiederum eingeführten Werthe von w;,. w;, 

Der Zusammenhang, in welchem die Werthe jeder einzelnen als Sum- 
mand in dem Endergebniss enthaltenen Wahrscheinlichkeit unter den beiden 


IIvpothesen stehen, lässt sich aus der Vergleichung der Gebilde in (2.) und 





- > ‘ Ye » “ = q' 

>.) des $.2 erkennen. Sie zerfallen in folgende — ı ——. 
u s (s M% 1) ... s—r T 1 ) 

ytg—l)...(g—r-+1) q” ’ s Re . 

4 er - I und ri wovon die letzte Form in (5.) vorkommt. Die 

s(s—1)...(s$ 4 s 


Vorzahlen der drei Gebilde sind in beiden Gleichungen dieselben und können 
daher bei der Vergleichung unberücksichtigt bleiben. Nun ist 


4 \ q' L ER q" 
er s(s—1)...(s—r +1) 7 8 








92 aa —-N..(<-r+ti) __ va 
u. s(s—1)...(s—r-+1) s” 


—. ( s— q)t r 
letzteres um so mehr, da I —- 1 _ TI, also, wenn q<-s, jeder 
Au | Ss s(s— X) j . 


Factor in (2.) mit Ausnahme des ersten kleiner als z ist. Bei beständig 


wachsenden Werthen von q und s hat man 
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‘ . q’ Ad’ 

3. ETC / 
s(s—1)...(s—r-+1) s’ 

h ' q(«e iu. -1) 

4. Lim. 14 EIoR ARTE 
s(s—1)...(—r-+1) st‘ 


Diesen Grenzwerlhen nähert man sich um so schneller. je kleiner r ist. 
Aus den in (1.) bis (4.) liegenden Gesetzen. welche sich auch in den Zahlen- 
werthen (3.). (4.),. (9.) $. 9 erkennen lassen, eninimmt man Folsendes: 

9.) Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten. eine bestimmte Summe (n 
zu erhalten. sind im Fallen begriffen. wenn die Kugelarten oder Kartenfarben 
wachsen. so lange die Ziehungszahlen klein sind. im vorlievenden Problem 
bei 4 und 5 Ziehungen. Bei 6 Ziehungen tritt zuerst ein Wachsen, dann ein 
Fallen ein. 

6.) Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten wachsen beständig, wenn die 
Kartenfarben wachsen, sobald die Ziehungszahlen eine gewisse Grenze über- 
schritten haben. im vorliegenden Problem für 7 und mehr Ziehunsen. Hier- 
über ist ausser (3.). (4.). (9.) 8.3 auch (13.) 8.7 zu vergleichen. 

Da die Zahl der Ziehungen oder Kartenumschläge mit dem Wachsen 
der Kartenfarben immer grösser wird. und die Zahl der wachsenden Werthe 
sich beständig mehrt. so folgt weiter: 

7.) Die Summen der Wahrscheinlichkeiten, welche das Eintreffen 
einer bestimmten Summe (») bedingen. werden im Wachsen begrillen sein. 
wenn die Zahl der Kartenlarben oder Kugelarten und Ziehungen zunehmen. 
unter der Voraussetzung, dass die gezogene Kugel nicht in die Urne zurück- 
seworfen wird, oder das umgeschlagene Blatt nicht zurückgenommen wird 
(Problem a)). 

(8.) Die Wahrscheinlichkeitssummen in (7.) nähern sich bei beständiger 
Zunahme der Kugelarten oder Kartenfarben denjenigen, welche entstehen, wenn 
die gezogene Kugel zurückgeworfen, oder die umgeschlagene Karte wieder 
aufgenommen wird (Problem b)), und die Werthe der letzteren (Problem b)) 
bilden die Grenzwerthe für die der ersteren (Problem a)). Bei unendlich vielen 
Kugelarten oder Kartenfarben sind die Wahrscheinlichkeitssummen in beiden 


Problemen gleich. 
Das Gesagte bestätigt sich durch folgende Zusammenstellung. worin die 


Wahrscheinlichkeiten. die Summe 31 zu erhalten, durch w,. %, %;. %4, %.» 
4. , bezeichnet sind, wenn im Rouge et Noire die Blätter von 1, 2, 3. 
4. 23. 24 oder unendlich vielen Farben in Betracht kommen. 
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w, = 0,14763015 ... 02, = 0,14805752 .. 
g \ wo, = 0.14788182... %s, = 0.14805778 . . 
| 0, = 0,14797901 ... », = 0,14806092 .. 


20, = 0.14801266 .. 
Die letzte (w,) ist der Grenzwerth für die früheren. Man erhält sie, wenn 
g=1.2,3,... in (12.) $.5 gesetzt wird. Diese Sätze finden auch in an- 
deren hierher gehörigen Fällen ihre volle Bestätieune. 


$. 10. 
Der Vortheil der Bank beruht in den zwei vorliegenden Problemen 
a, und b) $$. 2 und 4 auf dem wiederholten Eintreffen einer bestimmten 
Summe (2) in zwei aufeinander folgenden Ziehungsreihen. Da in dem Pro- 
bleme a) die erzeugenden Elemente mit den Ziehungen sich vermindern, in 
b) aber die gleichen bleiben, so ist die Wahrscheinlichkeit für den Wieder- 
eintritt der Summe x bei dem Problem a) 


By eye is 


n 9 


bei dem Problem b) 
(2.) w, rl). 
In beiden Fällen beträgt der Vortheil die Hälfte aller Einsätze « und ist somit 
3.) e= w,.4a. 
Die Wahrscheinlichkeit für den Wiedereintritt der Summe 31 in dem Problem 
b, und der zugehörige Vortheil ist nach (13.) $. 7 
\ ©, = 0,14806092° = 0,021922036, 
Iv = w,.4a = 0,010961018. «a. 
Dieser Vortheil beträgt daher etwas mehr als 1 Procent aller Einsätze und 
dies ist zugleich nach $. 9 der Grenzwerth für den Vortheil der Bank bei 
dem Rouge et Noire. 


(4.) 


Der Vortheil der Bank bei dem Rouge et Noire bestimmt sich nach 
$.2 in folgender Weise. Ist die Summe » in der ersten Kartenreihe er- 
schienen, so muss sie auch in der zweiten bei verminderter Kartenanzahl unter 
den gleichen Bedingungen in = 3,+2,+:--+z, Ziehungen erscheinen. Man 
hat daher den dort erhaltenen Ausdruck mit dem correspondirenden 


he (2 4) (a) iM) 
. . (sp): 
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zu multiplieiren und erhält 





(2, )a, (2 Ja + + (Xi)a; IT, — 4A ).,(%,—A,) v— a 
\w, = (5) CT Br ee PEST" VIrBHE 
» } $)p I P)r 
6. Fr 
EU TEEN | 7 VURREHDGEEE (5; PRENOR 
($ )p +? 


unter folgenden zusammengehörisen Bedineunsen 


|’ = tn +SG+ + +7,, 

T. p = d+a+a; + +4 d;, 
3 —= 1a,+?20+ 34;+---+ia,. 
= ıtr2+3%+'.+2 


n = 123,+22,:433,+-- + kz,. 
Man hat hiernach mit jedem aus (7.) hervorgehenden auflösenden Falle allı 
aus (S.) hervorgehenden in Verbindung zu bringen und die entstehenden Zahlen- 
werihe zu summiren. 

Die zweite Auliösung ergiebt sich aus den $$. 5 und 6. indem man 
die Factoren des dort angegebenen Products. welche in der ersten Ziehungs- 
reihe eine Auflösung geben, ausscheidet und dann die auflösenden Fälle des 
so verkürzten Products für die zweite Ziehungsreihe bestimmt. Dies deutet 
sich auf folgende Weise an 

1 


(3 1 2 )q { 





9) @, (1+z22)(1+2#°3)...(1+x2°’z3)(14+2'"2z)’]%*', 


wo q und ? veränderlich ist und jedes die Werthe 4, 5, 6, ... für sich 


durchläuft. Hat g einen bestimmten Werth erhalten, so tritt # hinzu und durch- 
läuft für sich alle zulässigen Werthe. 

Beide Auflösungsarten sind sehr mühevoll und mögen die Geduld und 
Kraft zur Ausführung erschöpfen. Diese Arbeit ist nicht nöthig, da die Frage 
durch die Gleichungen in (12.) $. 5 gelöst ist. Durch die daraus fliessenden 
und in (9.) 8.9 angegebenen Resultate lässt sich der Gang des Spiels vom 
Umschlag der ersten Kartenreihe bis zu den letzten Blättern verfolgen, wenn. 
wie geschah, statt g allmälig die Werthe 24, 23, ... 4. 3, 2, 1 ge- 
setzt werden. 

Ist nämlich die Summe 31 durch Umschlag der ersten Kartenreihe 


(4, 5, ... 13 ... Blätter), deren Wahrscheinlichkeit w;, = 0.1480577 .... be- 
trägt, erschienen, so ist die Wahrscheinlichkeit für den Wiedereintritt dieser 


Summe in der um so viele Blätter verkürzten zweiten Kartenreihe o,,—0,1480575. 
45 * 
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Beide Werthe differiren in der siebenten Stelle. Da nun die Wahrscheinlich- 
keiten mit dem Ausscheiden der gezogenen Karten nach $. 9 fallen, so werden 
die Wahrscheinlichkeitswerthe für die möglichen Zwischenfälle innerhalb der 


Grenzen der genannlen Wahrscheimlichkeiten liegen. Daher bestimmt sich 








die Wahrscheinlichkeit für das Eintreffen der Summe 31 in den zwei ersten 























Karienreihen und hieraus der zugehörige Vortheil der Bank zu 
(ww, = 0.1480577 ...= 0.1480575 = 0.02192105. 
'v = 00109605. «a, 


also um ein Unbedeutendes kleiner als der Grenzwerth (4.). 


10. 


Der Vortheil wird sich annähernd lange auf dieser Höhe erhalten, denn 
wenn die Karten bis auf 52 (Blätter eines vollständigen Spiels) umgeschlagen 
sind, so wird er sich auf höchstens @ = 0.01095138.« stellen. 

Um genaue Resultate für den Schluss des Spieles zu erhalten, habe 
ich nach $. 2 die Wahrscheinlichkeit für den Wiedereintritt der Summe 31 
unter der Vorausselzung berechnet, dass noch 13 Blätter und 11 Blätter der- 
selben Farbe (im letzten Falle darunter zwei Zehner, in welchem Falle der 
Wiedereintritt von 31 noch möglich ist) vorhanden sind. und folgende Resul- 
tate für diese Fälle gelunden 
11. ©, = B.02V3INTRO.... © = 0.01019536 ..«a, 

12.) w,.= 0.018326118.... ©o = 0.00916305 .«. 


Hiernach liegt der Vortheil der Bank bei dem Rouge et Noire zwischen 1,096 
und 0.916 Procent aller Einsätze, der gegen Ende des Spiels in besonderen 
Fällen noch geringer werden kann, denn es sind noch manche Combinationen 
denkbar, worin bei einer noch geringeren Kartenanzahl (z. B. 8, der Wieder- 
eintritt der Summe 31 möglich ist. Die Wahrscheinlichkeit aber für das 
Auftreten solch specieller Fälle ist so gering, dass dieselben nicht weiter in 
Betracht gezogen zu werden brauchen. 


$. 11. 

Die Sälze des vorigen Paragraphen ruhen auf der Vorausselzung, dass 

das Spiel einen regelmässigen Verlauf nimmt, was ganz mil den Prineipien 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und namentlich mit dem Satze übereinstimmt, 
dass das Eintreffen der Ereignisse bei häufiger Wiederholung in direetem Ver- 
hältnisse zu den ihr Eintreffen bedingenden Ursachen steht; wobei jedoch 
mancherlei sich dem Caleul entziehende Abweichungen nicht ausgeschlossen 
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sind. welche die Gültigkeit des allgemeinen Gesetzes nicht stören (dieses 
Journal Bd. 30, page. 251 u. f.). 

Poisson behauptet pag. 191 seiner Abhandlung, dass die Wahrschein- 
lichkeit für den Wiedereintritt der Summe 31 zu Anfanoe des Spiels die 
sleiche sei wie im zehnten oder jedem anderen Male. Dies stimmt mit den 
hier erhaltenen Resultaten nicht überein, und dürfte sich auch nicht rechtfer- 
tigen lassen, da mit jedem neuen Male sich die erzeugenden Elemente ändern. 
und die Wahrscheinlichkeit für den Wiedereintritt nur dann die eleiche bleibt. 
wenn die Zahl der Karten bei jeder Ziehung die gleiche bleibt. oder als un- 
endlich gross angenommen wird. Er giebt wohl zu. dass sich die Wahr- 
scheinlichkeiten im Laufe des Spiels ändern, aber nur für die den Gang des 
Spieles und die erschienenen Karten kennenden Spieler, aber nicht für die 
damit unbekannten Personen. Diese Unterscheidung ist nicht zutreffend, denn 
die Karten-Umschläge bedingen die Aenderung in gleicher Weise für den 
Spieler, wie für den unbetheiligten Zuschauer. 

Poisson bestimmt die Wahrscheinlichkeit für den Wiedereintrilt der 
Summe 31 für das Problem b) zu 

(1.) w, = 0,148062° = 0,02192235, 
etwas höher als in (4.) $. 10, und die bei dem Rouge et Noire (Problem a), zu 


2) 0, = Tao}, = 330.148062° — 0,0219926 





für = 312, und nach Abzug des von ihm vernachlässigten Gliedes zu 

(3.) w, = 0,021967, 
den Vortheil der Bank also zu 

(4.) ve = 0,0109835.«a 
und somit nach (3.) und (4.) grösser, als der hierfür mögliche Grenzwerth ist. 
Wenn auch die hieraus sich ergebende Differenz erst in der fünften Stelle 
auftritt. so charakterisirt sie sich doch entweder als Folge eines unrichligen 
Rechnungsresultats, oder einer unrichtigen Annahme. Derselbe Fehler wieder- 


holt sich bei Poisson pag. 205. 


$. 12. 
Es ist noch übrig, die weiter hierher gehörigen Fragen zu beantworten. 
Da die Werthbestimmung der Wahrscheinlichkeiten für beide Probleme a) und 
b) sehr mühevoll ist, so lohnt es sich, Methoden anzugeben, wie die fraglichen 
Werthe von einander durch Addition und Subtraction abgeleitet werden können. 





ET 
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Betrachtet man zuerst das Problem b), wenn die gezogene Kugel nach 


der Ziehung in die Urne zurückgeworfen wird. und nimmt an, dass die Wahr- 
scheinlichkeiten für 10 auf einander folgende Summen (etwa 21, 22, ... 30) 
vefunden seien, so wird die Wahrscheinlichkeit für die nächst höhere Summe 
31 dadurch bestimmt werden, dass in der vorhergehenden Ziehung eine der 
oenannten Summen erscheint, und zu ihr in der letzten Ziehung die diese 
Summe erzeugende Zahl (10 zu 21, 9 zu 22 u. s. w.) tritt. Der Zutritt deı 
Zahl 10 wird durch oo = jty, derjenige der übrigen 9 Zahlen durch w — |! 
bedingt. Hiernach ist: 
% = 15 A. w tw + wat +Wz). 

Das Nämliche gilt bei jeder anderen Summe und jeder beliebigen Anzahl der 
erzeugenden Elemente oder Kugeln. Sind daher in einer Urne mehrere Kugel- 
arten enthalten. von denen die ersten % Arten die Zahlen 1. 2. 3. ... h und 


die letzte die Zahl (+1) aber mmal tragen, so hat man im Allgemeinen 





1 
\ 2 ne E 2 . PER er 
ı8 Darh+ı — np Im mW. %W.H1t %.ıa + Po..n, 
und hieraus 
. \ “ FERNEN 1 (} \ “ (an “ | “ | 
= u Bee m LA + m) u n+h+1 (Wr + U „22° + u n+h)! 


für jedes m, h und ». Da sich die Wahrscheinlichkeiten der ersten 10 Summen 
leicht aus den Gleichungen der $$. 7 und 8 ableiten lassen, so kann man 
aus (1.) allmälig die der höheren Summen finden und erhält: 





0°, = 0.2129024 203, = 0.1480609 
105, = 0.1395469 %. —= 0.1492944 
0 = 0,1424546 10, — 0.1503863 
05; = 0.1449054 05, = 0.1513327 
'%, = 0.1471802 03, = 0.1521320 
(3. 10,, = 0.1492599 10, = 0.1527832 
%. — 0.1511244 0, = 0.1532875 
©, = 0.1527563 203: = 0.1536463 
© = 0.1541344 105 = 0.1538636 
205 = 0.1552407 ©, = 0.1567827 
%;, = 0.1683471 204 = 0.1512117 


u. 5. w. Diese Wahrscheinlichkeiten zeigen ein bemerkenswerthes Maximum 
für mo» zus 04: und dann ein rasches, jedoch immer kleiner werdendes 
Fallen. worauf ein beständiges Steigen eintritt. Am stärksten ist das Maximum 
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bei ©, = 0.3806406; bei höheren Summen w,. %a-» .. . scheinen sich die 
Wahrscheinlichkeiten mehr der Gleichheit zu nähern 

Anders verhalten sich die Werthe der Wahrscheinlichkeiten,. wenn man 
von einer bestimmten Summe (31 bei dem Rouge et Noire) ausgeht. Die zum 
Spiele gehörigen Summen bilden dann einen Cycelus (31, 32, ... 40). ausseı 
welchen keine andere erscheinen kann. Es ist dann zu berücksichtiren. dass 
in jeder höheren, zum Spieleyclus gehörigen Summe (32, 33, ... 40) Fälle 
vorkommen, die schon in denen der niederen enthalten sind und daher aus- 
geschieden werden müssen. So sind in der Summe 32 alle Fälle mitgezählt. 
die durch Zutritt der Zahl 1 zu der Summe 31 die von 32 erzeuren. Das- 
selbe gilt von 33 und jeder höheren Summe bis 40. Bezeichnet man die 
einem solchen Cycelus zugehörigen Wahrscheinlichkeiten durch ,,. #; 


so ergeben sich für ihre Werthermittelung folgende Bestimmungen 





| U = W;zı, 
ie = a — Ti Wz, 
2 32 u = 31 
(4., | 
Er = Wa — 13 (04 %;,) 
u. s. w. und allgemein unter den bei (1.) angegebenen Voraussetzungen 
(9) er (w + + 10,) 
vs n-+p a n--p h Im \ n+p—l ii n Hp—2 2; n,) 
wo » die Basis angiebt, und p die Werthe 0, 1, 2, .... h durchlaufen kann 


Eine zweite Methode für die Bildung der # beruht auf dem in (1.) an- 
segebenen Verfahren. Sie besteht darin, dass die in der vorletzten Ziehung 
auftretenden Summen mit den in der letzten Ziehung erscheinenden Zahlen 
die fraglichen Summen erzeugen; sie schliesst die Basis und die über ıhr 
liegenden höheren Summen von der Mitwirkung aus. Hiernach ist 


U; = Wa, 
da = Ya (d.wo+ Wat + %%), 
6.) \ U; — 15 (4-w3 wat + W 3)» 
U — 13 27 
und allgemein 
(7.) Uurp = m eat te 
für jedes %, m und n; p kann die Werthe 0, 1, 2,... % durchlaufen. Beide 


Methoden bilden gegenseitig eine Controle. Zur Bildung der niederen Summen 
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ist die erste, für die der höheren die zweite Methode bequemer. Man erhält 
folgende Werthe 


15, — 0.1480609 1, = 0.0949981 
1 — 0.1379051 1 = 0.0837498 

5.) u = 0,1275128 1, = 0.0723173 
|. = 0,1168910 1, = 0.0607 157 

\2 = 0.1060494 1 = 0.0517991. 


Ihre Summe ist 0.999999 =1, wie dies sein muss. da nothwendig einer 
dieser Fälle in jedem Spiele eintritt. 

Poisson giebt pag. 200 nur die in (4.) angeführte Methode an. Dor! 
findet sich jedoch ein Versehen, wie sich aus einer Vergleichung leicht er- 
ojebt. Auch in der Werthangabe für «,, und w,, findet sich eine kleine Dif- 
ferenz. Für das wiederholte Eintreffen der Summen 31 bis 40 ergeben sich 
foleende Werthe: 


9, = 0.02192203 25; = 0.00902464 
\ ai, = 0,01917815 u; = 0.00701403 
g.\ 2, = 0.01615951 2: = 0.00522979 
| 2, = 0.01366350 2. = 0.00368640 
u. = 0.01124657 2, = 0.00268315. 


In diesen Fällen bleibt das Spiel unentschieden. Aus der Vergleichung 
der bisher erhaltenen Resultate ergiebt sich Folgendes. Werden 1000 Spiele 
gemacht. so gewinnt durchschnittlich in 890 Fällen entweder die Bank oder 
die Spieler. in 22 Fällen (also ungefähr in 50 Spielen einmal) gewinnt die 
Bank die Hälfte aller Einsätze; in 85 Fällen bleibt das Spiel unentschieden. 

Wäre die Summe 30 statt 31 als entscheidende Zahl bei dem Spiele 
gewählt worden, so ergäbe sich für die Wahrscheinlichkeit des Wiedereintritts 
der Summe 30 und den zugehörigen Vortheil 
©, = 0.1683471° = 0.02834072 
v = 0,01417036.. a, 
und der Vortheil der Bank würde sich auf 1,417 Procent. also viel höher 
stellen. und die Werthe der « würden folgende: 


10.) 


\ 





a, — 0.1683471 1, = 0.0930996 
| 1,, — 0.1351111 1; = 0.0820484 

11.) (= 0,1249554 a,- = 0.0708001 
| 4; = 0.1145631 2, = 0.0593676 

25, = 0,1039410 u = 0.0477659, 
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womit (8.) zu vergleichen ist. Die in diesem Paragraphen angegebenen 

Werthe bilden die Grenzwerthe für die des Rouge et Noire. von denen gezeigt 

wurde. dass sie ihnen eanz nahe lieeen. | | 
&. 19. 

Auf gleiche Weise, jedoch mühevoller. bestimmen sich die Werthe der 
Wahrscheinlichkeiten für das Eintreffen der einem Cyelus zugehörigen Summen 
(31.32. ... 40) für das Problem a). wenn die gezogene Kugel nicht in die 
Urne zurückreworfen wird. 

Wird verlangt, dass ein bestimmtes Element erst in der letzten Ziehung 
mitwirke, so ist die Folge, dass es in den vorhergehenden nich! zur Erzeu- 
gung der fraglichen Summe mitwirken darf. Daher muss die in der Urne 
enthaltene Kugelart um dieses Element verkürzt angenommen werden. 

Bezeichnet man nun die Anzahl der günstigen Fälle, welche durch das 
Zusammenwirken der vollständigen Elemente eine Summe erzeueen. dureh A: 
durch B die Zahl derer. welche aus der Summenbildung bei ausgesondertem 
Elemente hervorgehen: durch C die Zahl derer, welche einem bestimmten 
Cyelus zugehören, so hat man nach Analogie der im vorhergehenden Para- 


oraphen aufgestellten Gleichungen folgende Bestimmungen: 


1.) A,nı = almB,+B, + B,...+ "+ Burn). 
2) Gn = Ay re(B,.,»—YtBusat+B,) 
(3.) G,n = amB.u-—t+t Ben nnt "+ B.-ı)- 
a bezeichnet die Zahl der Kugelarten oder Kartenfarben; 1, 2,.... h die auf 


den Kugeln oder Karten vorkommenden Zahlen. m das wiederholte Vorkommen 
der höchsten Zahl (+1), » die Basissumme, p kann die Werthe O, 1. 2, ... 4 
durchlaufen. Bei dem Rouge et Noire ist a = 24, m=4, h=9, n= 31 zu 
setzen. Sind die Werthe der A und © in (1.). (2.). (3.) gefunden, so hat 
man mit der Zahl aller möglichen Fälle zu theilen, um die fraglichen Wahr- 


) 
> ) 


scheinlichkeiten zu erhalten. Die A bezeichnen die Vorzahlen von x", ©", .... 
die den Potenzen z*, 3° ... in der entwickelten Darstellung von 
(4) P= [(1+z23)(1+2z)...(1+2°z)(1+2"3)']” 
(4.) 8.5 zugehören. 
Die Werthe der B können auch aus den Gliedern des vollständigen 


statt des abgekürzten Polynomiums auf folgende Weise 
pP 


4 Ben N .: ER Re 7 
(d.) B, rarete 3 en, 
abgeleitet werden. Hierin bedeutet k die auszuscheidende Zahl, also eine der 
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Zahlen 1. 2. 3. ... 10. Die Vorzahl von x” ist dann aus den Gliedern der 
begleitenden Reihe zu bestimmen. 

Die Durchführung dieser sehr mühevollen Arbeit ist jedoch nicht nö- 
hie. da man weiss. dass die hieraus sich ergebenden Wahrscheinlichkeiten sich 
den Grenzwerthen des $. 12 mehr und mehr nähern und ihnen bei sechs voll- 
ständigen Kartenspielen ganz nahe kommen. 


S. 14. 

Der Umstand, dass in den Problemen a) und b) ein bestimmtes Ele- 
ment. öfter wiederholt als die übrigen. bei Erzeugung der Summe (nr) mit- 
wirkt, macht die Auflösung verwickelt. Einfacher ist es. wenn alle Elemente 
oder Zahlen gleich oft mitwirken sollen. In diesem Falle hat man in den mitge- 
theilten Gleichungen m=1 oder, was bequemer ist, m =O und dann für h im An- 
wendungslalle den entsprechenden Werth der mitwirkenden Elemente einzusetzen. 

Für das Problem a). wenn die Kugel nach der Ziehung nicht in die 
Urne geworfen wird, ist das Polynomium 

l. P = [(1+23) (1+2°s)... (1+x2'3) = 1+ 0,34 0,2°+0;3°+-- 
zu entwickeln und die Vorzahl von x” für die zugehörigen Potenzen von z 
nach 2.) 8.6 zu bestimmen. 

Für das Problem b), wenn die gezogene Kugel nach der Ziehung in 
die Urne zurückgeworfen wird, ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit, die Summe 
» in q Ziehungen zu erhalten, in diesem Fall aus (9.) oder (12.) $.7 
l 


+) q — en [l — \ — — —— \ Es I —— —- et 
2. © = —[(R 1),.,—gq(a—h—1),.,+(g)(a—Rh—1),-: ]. 
Aus (4.) $. 8 erhält man für die Wahrscheinlichkeit, die Summe » in 
. . 4» y . 1 h a 
allen möglichen Ziehungen erscheinen zu sehen, wenn man ve und v ac 
i i l ( 


setzt und redueirt, folgende Bestimmung 


D, = or ul 3 aa“ _ -2h—1) Pe n—2h—3 














h’ h ‚2.h’ 
3. n(n—3h — t)(n — 3h—?) 2 N un 
“ } 2. rw a 





| /hAANi2 ph HIN 
I: - 4) N. 5 


#3} Ir ryln— . —1) /h+lNH n(n—3h--1)(n—3h—2) 
2 ) | 1. = ) 1.2.3.h | 
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Die Gleichungen des $. 12 oehen in foleende über : 


r Br, 

(9. kt Wann 

6. n, = Rh. - (en tw... t+ "+ W,.,_ 

“ ! 

r. ur, 7 — utp-ı + War, u 

g I 

' U, 1-p - h (Zi n p ] Hu n ’ ] ı 71 Pe WPKE Im, ı /» 
in (%.) und (®.) kann »p die Werthe 0. 1. 2. ... »—1 durchlaufen. 
Würde das Rouge et Noire unter der Vorausselzune gespielt. dass in 





jeder Farbe nur die Zahlen 1. 2. ... 10 enthalten. die Bilder also ausee- 
schlossen sind. so ist A=10 in den vorstehenden Gleichunsen zu setzen. Das 
Spiel würde einen anderen Gang nehmen, und die Grenzwerthe der dabei vor- 


kommenden Wahrscheinlichkeiten würden sich in foleender Weise feststellen 


20, = 0.181410912 20, = B.181933149 
| %;, — 0.1851264689 ©,- = 0.181562862 
9. 0. —= 0.151633059 3, = V.181793873 
20, — 0.181856200 0; = 0.181749564 
I w,, = 0.181960755 20, — 0.181744112 
0 = 0.181976087 
2,, = 0.181264689 25 = 0.091064070 
| 2. = 0.169506591 1, = 0.07 2500468 
10) ! u» =0.145566425 u = 0.054545193 
21,, = 0.127485360 4; = 0.036321497 


21,, = 0.109304616 1, = 0.018141091. 


Die Wahrscheinlichkeiten in (9.) zeigen auch ein Maximum wie die 
in (3.) $. 12 angegebenen, jedoch in anderer Lage und geringerer Intensität 
und nähern sich mehr der Gleichheit. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten 
in (10.) ist 1. wie dies sein muss. 

Der Grenzwerth für den Wiedereintritt der Summe 31 und der hiezu- 
gehörige Vortheil der Bank würde sich nach (9.) auf 

11.) (003) = 0.181264689° = 0.03285638 
' © =0.0164284.a 
stellen. also mehr als 14 Procent betragen. 
Freiburg i. B.. im Juni 1869. 
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Ueber sımultane binäre eubische Formen. 


(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 





Die Theorie der simultanen binären eubischen Formen ist von Herrn 
Salmon (Introd. Lessons) studirt worden aus der Annahme einer kanonischen 
Form, in welcher beide Formen als Aggregate von drei Cuben erscheinen. 
Indessen lässt dieselbe eine andere Behandlung zu. Es giebt nämlich zwei 
lineare Covarianten solcher Formen. und indem man sie als Variable einführt. 
selangt man zu einer merkwürdigen typischen Form, in welcher die beiden 
Funetionen die Differentialquotienten einer Function vierter Ordnung sind. Die 
Coelfieienten dieser Form sind von einander unabhängig, und können als fun- 
damenlale Invarianten benutzt werden. Alle übrigen Invarianten drücken sich 
dann rational durch diese aus, bis auf einen Factor, welcher eine Wurzel aus 
der cubischen Invarianie der biquadratischen Form ist. Diese Resultate und 
ihre Ableitung bilden den Inhalt der folgenden Noltiz. 


Die gegebenen binären Formen seien: 


R ) u —= ar +3brry+3cry’+dy, 
\ Fa > f | 7 N ‘ 7 > x 
lvo= ar+ 3Pry+Iyay’+dy. 


Die Determinante von «+40 bezeichne ich durch 


/ a \ ur er. z 2 ie & ’ a-+-h0 b-+15 y | 
\_ .,  „jatia)a+flb+iP)y (b+AP)a+Hlc Hy) a2... 
ER ’:ı > WARME re a Jerlb+Hip cHiy —ıy 
». (b-+4P)e-+(e-+iy)y (e+iy)ce-+(d+Aö)y ig Por : 
c+4y d+Id x 








— A+WUB+RC. 


Dabei sind A, B, C quadratische Covarianten; A enthält nur die Coefficienten 
von a, Ü nur die von v, B beide linear. Die Differentialquotienten einer Form 
2" Ordnung bezeichne ich durch 











x er 

a I op 1 op TE 1 o’p Pr 
——— r [ te r “ ‚ ai nn 6 v . 
Tan 00° a TE HT n.n—1 98°’ 


In diesem Sinne bilde ich die lineare Covariante: 


3.) P= D.u(4)(un+ 00»)—-RD:: (A) (a2 + 002) +D», (A) (uı+ du). 
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welche für o=4 in die bekannte verschwindende lineare Covariante von 


Der 


nimmt man die Function D in der 


„+ 4» übergeht. 


That. 


| 2 1 9% f ! np 
a+ra b+49 (ac+by)+o(ec-+Py 


> 


(4) P=2)b+448 c+4y (ba+cy)+o(Pa+7y) 


Ausdruck P hat also den F 


zweiten F 





Ic+4y d+ Id | ee+dy)+o(yc+dy) 























actor (o—4), und in der 


orm (2.). so findet man 


— ) (e—A)p—Ag), 


und die linearen Covarianten p und q haben die Definition: 







| ab axc-+/py a P ax+by | 
9.) p=|be Pa-+yy|, =ß be-+ ey - 
ed yı+tı ul y d cx-+dy 
Indem man aber in (4.) links für P den Ausdruck (3.). und für D 
darin den Ausdruck (2.) setzt, erhält man die folgenden Gleichungen : 
0 = AU» —2Antn + Aa» %ıı. 2p = Auta—R?Anrtoat+ AR vu; 
(6.) 1—p= Buua—RB:un+ Bau; — q = B 0» —2B 0 + Badu; 
 2qg= = (1 u» — 2030, + Cy4ı, 0= (0,10% — 20,024 Oadu- 
Bezeichnen wir nun durch 2X die Determinante dieser Gleichungen: 
Au A: AR| 
7) 2K=|Bı Ba Bal, 
Cu CR On] 
und durch A, B. /’ die drei Formen zweiten Grades: 
| yY Bu Cı Au Cu! | Au Bı 
8.) A=|-zy Ba Cal, B=-11A,. -ay Col, Z=|An Ba —-acy 
#* 3% ie u Aus Bu € 
welche zugleich die Functionaldeterminanten von A, B und Ü sind. Dann ist ; 
a oK oK a oK 
34, Am DE; An OA,, = Au; 
a oK . oK ; oK ‚ 
9.) | IB. —= — RB... IB, = 38.4; ° 58, = — RB... 
2 > = I», - 2 ln; . 3 Be 1» 
Sr Fee °C, Sc, 


und die Auflösung der Gleichung (6.) nimmt die Form an: 


| Ku, = Bıp+[119; Ko,, = 
10.) !Ku»=Bap+Ing  Kon= 
Kun = B„»p +l/% q, Ko. = 


Aup+ Big; 
Anp - B; VB 


A„p - Bar q. 
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Multiplieirt man in diesen beiden Systemen die erste Reihe mit r’, die zweile 
mit 2xy, die dritte mit y‘, und addirt. so hat man: 


11.) K.u=Bp+Ilg, K.o= Ap-+PBag. 








Bemerken wir nun. dass, wenn , ©’ etc. die Functionen «x, v mit den 
Variabeln x’, y’ geschrieben bedeuten. man den aus w, «' oder v, e’ gebildeten 


Functionaldeterminanten die Form geben kann: 


” 


ab 2yy' 
| ! ' ı\ | | ! / ' ' ; ' 
ee = (ay—-yz)b ce —(ay-+yz)|= (ay—ya)(A,x+ Asy'). 
cd Ixcz 


12. 
| ) 


) | 2: mn 

| 
le 9 au | 

fi 


4 


le 0:—00, = (ay—ya)\P y —(ay+yE)| = (ay'—ya')(C,X’+Cy 


| 
br ge 
Aus den Ausdrücken 

in Sr 
entstehen. indem man x”, x’y', y” durch A». —An. A», ersetzt, nach (6.) die 
(srössen: 

0, 0, Rp, 29; 
indem man x”, z’y', y* durch B.. —B,. B,, ersetzt: 

—Pı3 Pr Is —Q: 

endlich. indem man dieselben Grössen durch C.. — On. C,, erseizt. die Aus- 
drücke: 

29. 29%, 0. O0. 

Daher folgen aus (12.) die vier Gleichungen: 
u, mp —-upı = AB —- BA: =T, 
13, \ m — ng = —4 AD —-CA)=—B, 
7 Jap-9p =4AG—-CA)=B, 
mp-o=—-(BÜ-OB)=—A. 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich 
Bp+/a=uph—-QGp), Apt+tbg=ve(lpg—gPpi)- 
und daher aus Vergleichung mit (11.): 
14) pq—gppı = ÄK, 

was man auch leicht direet nachweist. Es folgt aber ferner für die Functional- 
determinante von @-+4e und p-+og aus (13.) der Ausdruck: 


u +Av)p+og)— (a4 40,)(p +eg) = I+ (A—o)B--40A. 
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Bildet man jetzt die Hessesche Determinante dieser quadratischen Form. so 


findet man 
(Du) (p+eg)”—RD»(4)(pr+ 09) (Ppı +og)+ Da(k)(pıt og: 


19.) | 2. 2 fs, rii—e Bı—40oA,, I .-+ ) 0 B.. 0A: | 
| [a+(A—o)B2—AgA, I2+(4—e)B.. 109 An. 
p . . 8 . u . 
woraus, wenn man 0 = u setzt und mit q multiplieirt, die Gleichung folgt: 


16.) K’Dü) = 2 wu = er Aup+Bug) (B.p+ !.g)+K A»p+Bu:g 
Bap+Tug)+MAnp+Beg) BaptTag)+ A Anp+Beq 


Diese Gleichung enthält die typischen Darstellungen der Formen A, B, €. 


Führt man die in dieser Gleichung auftretenden Invarianten ein: 


M..=2(AuAa»—A)). M, Bula -2B./%+Ba7ı); 


47. \m,=2(BuB»—Bi), M.=(TA. Mr, 
err.-P, uU= (a -M5. AB), 


so zerfällt die Gleichung (16.) in die folgenden Gleichungen für A, BD, ©: 


| KA = M,„p + ?M,.pg+M..g, 
18.) KB= Map +(M,..+M.)pg-+ M;.g 
KC = M.p-+2NMapg+N.g'. 


Inzwischen erhält man aus den Formeln 
A = Aut +2A,ry+ Ayy', 
B= Bux+2B.axy+ Bay‘, 
C = CE +2C.2Y + Cay' 
durch Auflösung mit Rücksicht auf die Gleichungen {9.): 
2Kz’ = AA„—-RBB»+CT),, 
—RkKıy = AA)» —RBB.+CT.. 
2Ky = AAu—-2bBu+CT.- 
Multiplieirt man diese ee mit Aus —2An,; Aa», oder mit B,, —2B, 
B... oder endlich mit /',,. —27',. 1, und addirt jedesmal, so kommt mit An- 
wendung der Grösse (16.): 
'RKA = M.A-2M,B+M..0; 
(18°,) lo — M „A-—-?RM,, B+M,.C, 
I2Kr = M,A—2M,.B+M..C, 


La 
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und man erhält daher, wenn man die Werthe von A, B, C aus (18.) einführt, 
für A. B. /' die Formen: 








2K’A = { M ,.M,,—2M.,+M,..M..)p+ 2 | M .„M,.—M,,M,,)pg 


| +(M,„M.—2M ,M,.+M,,M,..)g. 
10, 2KB= (MM, MM, p°+2 2 M 0, MM Mio) pg 


- | M, ‚M.—N, „M,,.) T. 
2K’T = (MM. — 24.0, +M,M,)p+2(M,M.—MM,)pg 


+ MM. —2M;, + MM) g. 





Diese Gleichungen vereinfachen sich, indem man auf die Eigenschaften der 
Invarianten M näher eingeht. 


Die Invarianten M sind die Elemente der Determinante, welche bei der 
Multiplication der Determinanten 


A, A» A, A, on ZA. A, | M,.. A, b M ..‘ 
20. 4 B,, B,; B,, | B,, . 2B» B\, | — 2K* — M .» M,;, M,,. 


I l: / 22 | I — RT. Er IM. M,. M.. 











entstehen. Die Unterdeterminanten der M kann man daher aus den Unter- 
determinanten der beiden Factoren links zusammensetzen. Da nun die Ele- 
mente dieser beiden bis auf Zahlenfactoren die Unterdeterminanten von K sind. 
so werden ihre Unterdeterminanten gleich K multiplieirt mit Elementen von 
K: und zwar erhält man sehr leicht folgende Gleichungen: 


u K ö ap“ 
D./ a—Ba/ : Buaeı — An, 15A2—/ „An 2; Kb. ARnB»—AaBı; vu Cr. 
B»/1ı—-Bıl> = KA,» 15Aı—11,Ao — —RKB,, A»Bı—-A,.Bar = EL. 

7 Au K f ann Mn 
B.,/1—Bı>/ Hr - An I 1A2—/ „A, v. KB, AuBa—A.Bı, _ -ZCu- 


Man hat daher für die Unterdeterminanten der M die Ausdrücke: 





K’ zaar 
' ” M; ” Me pe; eu N... ’ Ms M,.— MH, M,. OL BEER K . Nyes 
| RK" ., 
2 Na > 


(21 . ) | M,.M,.— M;, = 2K° N,, D M,.M,.— M;,; M.. ee 


[My 2, — Neu, Me Ms Me Mas = —K’ Nas; 


wo die N folgende den M analog gebildete Invarianten bezeichnen: 
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| Ne © 2 Ay AR — AR); N,. m B.ıC»—R2B3C.+ Ba: Cu, 
22) |N,=2(B,Ba-B.), Na = 01 An 20, AO A. 
N. - —y CC „2 —— Eu) N. - - A. Br — 2. Ar B.: A, Bu. 


Mit Hülfe dieser Gleichungen kann man nun den Ausdrücken (19.) die Ge- 
stalt geben: 
2K’A = K’IN.p’+2N,.pq+ (2N,— N,..)q\ 

+ (M,.— M,,){M..p+2Mupg+MaQ}; 
/2K’B = K’ {N.,p’+2N..pg+N..g‘ 
+ (M,..— M,,) {M.,p’+2M,,pq+M,.q}. 
2K’T = K'Y2N„.—N,.)q+2N.pg+ N..q'! 

+ (M..— Mu) {Mag +2M,..pg+M.q}: 


23.) 


Nun folgt aus den Gleichungen (13.): 

AP — Un Pı Rt Prgı) Tr Uuapıdı = MNq— N,g, = - (B, ne — B;pı i 

91 PP — en Pıg + Pr) + 0rPpıgı = Bi — Bıgı = — A,p — A;pı). 
Wendet man dies auf die in (23.) gegebenen Formen von A. B. /' an. so 
findet sich, dass der Coefficient von 2pg in A mit dem von p’ in B, der von 
q in A mit dem von p in Z/’ und mit dem von 2pq in B, der von g’ in 
B mit dem von 2pgq in /' übereinstimmen muss. Von diesen Bedingungen 
sind alle bis auf eine schon in den Gleichungen (23.) offenbar erfüllt; indem 
man aber den Coefficienten von 2pq in B dem von q’ in A oder von p’ 
/' gleichsetzt, erhält man die Relation: 

24.) M.—-Mu) = 2K’(N.—N,,). 
Hieraus geht hervor. dass 2/N,.— N,,) das Quadrat einer rationalen Invariante 
ist. In der That findet man 
2 (N. N) = - 2 0, Ä — 20,4 „+ CA) )—H#( BuıBa- Bi 
3 eh (Be (ad— By) +8(bd— ec’) (ey— PP) 
—4(ay —2b?+ co) (bd —2cy +d) + \ad —by— cß+da)' 


— (a0 —3by +3cPß— da)“. 


Bezeichnet man also die einfachste Invariante der Formen x und e® durch: 
25.) J= ad—-3by+3cP—de, 


so ist 


36.) 2N.—Nu) = JS, 
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und indem man dies in (24.) einträgt, findet man 
(27.) M.-M. = KJ, 


wobei das Vorzeichen der rechten Seite sich durch specielle Wahl der Coef- 
licienten leicht bestimmt. 





Führt man diese Relationen in die Gleichungen (23.) ein, so kann 
man durch K dividiren. und findet: 
ab — en A ee 
28.) 2K'B = K(N,.p’+?2N,.pg+N.g)+J(M.p’+?2M,, pg+NM,.g). 
log: = ni 2N.opg+Nag) +J(N,,p+?2M,.pg+M.«g). 
Bezeichnet man daher durch F die biquadratische Form: 


| F= 41K(N.p’+4N,.p’g+6N.pf+AN.pg-+N,. q‘) 
(29.) +J/(M,.p'+4M „p'qg+6N,,p g+4N,..pg + NM. g‘)\ 
| — m,p' + Am, p’g + 6m,p’g’ + Am,pg’+m,dg‘, 


hat man die Formeln: 





‚n) o’F 
E = I — 
\" A 1 > op’ by) 
“ \ J ae | J’F 
2) KB, 
| = opoög 
Bu ER. 
| u , 


und also auch aus (11.) die typischen Darstellungen von « und e: 


73 OF 
\K’u= 14; 

« \ oq 
31.) \ OF 
Kr = 41 —, 

op 


was die Eingangs erwähnte Form ist. 





Von den im Vorstehenden benutzten Invarianten M, N, K, J lassen 
sich zunächst die M leicht durch die N ausdrücken. Die Determinante der 
M ist nach 20.) gleich 2K* Bildet man also die Unterdeterminanten aus 
den Unterdeterminanten der M (21.), und ersetzt sie durch das Product eines 
MI mit der Determinante der M, so erhält man nach Division mit 2K*: 


Ä 'N.N 'N,,N, T 
| M,. er 4 (Non N: —.N,,.. b) M,. DEREN 4 \ N. INageT N.aNbe), 
(32.) ‘ M,, — 8 (N, Na N ne} ) D M., — h N,. — N,, N u: 
\ M.. 3 (Na N, IiYph 7 N ih M.; — 4 (N ac N.. u N. ah 
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Da nun die beiden eubischen Formen nicht mehr als fünf von einander un- 
abhängige Invarianten besitzen. so hat man zwischen den N. K und J noch 
drei Relationen aufzusuchen. Zwei derselben liefern die Gleichungen (26.). 
(27.). Indem man in der letzteren für die M ihre eben zebildeten Ausdrücke 
setzt, erhält man die Gleichungen: 


\ J ng 2 N. N,,)» 
(KJ = 4(N,.N..—N»N,..)-— U (N..N.a—N;.). 


ad 


(33.) 


Sodann ist aber nach (22.) die Determinante der N offenbar das Product der 
Determinanten: 
A, An Az | As — RAR Au! 
B2 —2B. Bı|: 


| | 
| B\ı B:: ba | 
Un — 20. Ci I 


1} 


Au Un C; | 


und man hat daher drittens die Relation: 


| N... N.» N,, 

( 34. ) K’ — h | N.» N;» N, | . 
| = er . | 
I A N 


Aus (33.). (34.) entspringt zwischen den N eine homogene Gleichung 
dritten Grades. 
Die Coefficienten von F, nämlich 


M., — 3 (KN,.. > JM ..)- 


“ . u m, an N ( KN,. + JM 5)» 
nn — ı ( 4- D )« : | 
Mm» ANA) mM, = N) ( KN,, + JM ,.), 


m, = 4 (KN,..+JM..)- 


haben als Coefficienten der typischen Form von selbst die Eigenschaft, dass alle 


absoluten Invarianten sich durch sie rational ausdrücken, und da ihre Zahl fünf 


ist, so tritt eine Relation zwischen ihnen nicht mehr ein. Die Determinante von 
p und g ist K; daher findet man jede Invariante,. indem man sie aus der ty- 
pischen Form bildet. und durch eine passende Potenz von K dividirt. Führt 


man insbesondere für die aus den m gebildeten Invarianten der Form F die 


Bezeichnungen ein: 
Im m m 
ae 2, | 
i= mm, —-Am m; +3m. j=- m m m. 


| | 
m m m,;| 


und setzt ferner: 





F Pe 


4 
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uU, = mm, —ım; , u, = mM; — m, m,. 
? 2 

Un — mM,Mm, — Mm; - Us = m; Mm; — Mm» D 

uU, = mm; —m, U; = mm; — MM; . 


= 
nm 
je) 
un 
ın 


= Wm—4u,, 


'? 
Uyuty— Us 2 U, 43 — Usllo, 


so findet man für die oben behandelten Formen folgende Ausdrücke: 


K’A= 2 (wg — wpg+ pP’), K’A= mp’ +?m,pg+m;g‘, 
K'B=— (uw —wpg+ sp’), K’B= m,p'+ ?2m,pg+m;qg', 
K'C= 2(wg— wpg+ up”). Kl = mp +?m,pg+m,q', 
K’=ji K’IJ=i, 
K’N,.. = Swmw-Ru;, K'’N,. = —Ru,tz— Qu, 14 Ule, 
K’'N., =?ww—dır, K'N.„= 4uwtAd —Ru u, 
K'’N. =Sww—-2u, K'Ns = Ru iu Ruptı;zt+ Ast. 


Man sieht, wie hier alles sich rational durch die m ausdrückt, abgesehen von 


K, welches den irrationalen Ausdruck 





5 


K= y) 


annimmt. 










Da die Resultante von « und © nach (31.) mit der Discriminante von 
F übereinstimmt, so nimmt dieselbe die Form an 


er Ms, 


oder, mit Hinweglassung einer Potenz von K: 






P-2TK, 


welches ein bekanntes Resultat ist. 






Ueberhaupt geben die Sätze über binäre biquadratische Formen auch 


immer Sätze über die simultanen ceubischen Formen. wenn man dabei als die 
biquadratische Form 


Ausdrücke zu Grunde legt: 







F= K’(pu+ge). 
N oO’F oO’F Br. ( ou ©0 00 er 
I, =YTiT - - Sr 


og’ op’ opog y 


ja’, i=BM’4 














0x 0y ox 0oy 


mit ihren Covarianten und Invarianten die folgenden 


solchen Sätzen hebe ich nur einen hervor. PBezeichnet man durch 
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! ! 


' ' ' ' w ® 1 9 fe 
“, ©, P, q, F die Werthe, welche «, v, p, q. F für =), y=y an- 
nehmen, so ist die Discriminante der für p' und g’ cubischen Form 

öP Or 


l { 73 54 ' 
) ‘ u u } mn . . 
ar Dre K’(gqu + pı 





nach der Theorie der biquadratischen Formen gleich 
F.j—i.4r. 
Die Discriminante also der Form zu-+%4e erhält man. wenn man in diesem 
Ausdrucke p= 4, g=z setzt. Aber der vorstehende Ausdruck ist bis auf 
eine Potenz von K gleich 
| J ( ou 00 or =. 

qu-+ pe — — | — — — — - 

BR 9 \oxr 0y ox 0oy 
Man hat daher den Satz: 


Durch die lineare Substitution 
= ıFTTrgY,. *F=pPpıTtrpY 


verwandelt sich die Gleichung 


un. J ou & ov ou 
(35. qu+ pe — — | Ä hin 0 


y \oxr 0y ox 0y/ 





in die bedingung dafür, dass die Discriminante von zu+Fv verschwinde. 
Diese biquadratische Gleichung ist am leichtesten in der Form 
F.j—i.4, = 0 
zu untersuchen. Im Allgemeinen giebt es vier Functionen zu -+4v, welche 
zwei gleiche Factoren haben: von diesen fallen aber zwei zusammen sobald 
die Diseriminante von 
F.j—-i.4r 
verschwindet. Der Werth derselben ist nach der Theorie der biquadralischen 
Formen 
27 )f = (S’-RTK)K”. 
Die Diseriminante von (35.). oder von der gleich Null gesetzten Discriminante 
von zu-+%0, welche für die Coeffiecienten sowohl von « als von o vom zwöllten 
Grade ist, muss den Ausdruck 
J’—-27K)K' 
haben. Dieselbe verschwindet also erstlich, wenn « und ® einen gemeinsamen 
Factor haben, zweitens wenn K =. 
Der letztere Fall ist die einzige Ausnahme der oben ausgeführten Dar- 


stellung und muss daher besonders behandelt werden. 


Y 
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Wenn K verschwindet, so lehren die Gleichungen (21.), (27.). dass 
„= M,,, und dass eine constante Grösse 7 so bestimmt werden kann, dass 


.) DB: ii, eirir:ri. 


CA 





M, 


Die Gleichungen (18°) geben dann zwischen A, B, C die lineare Relation: 


37.) TA-HBrC = 0, 





und aus (18.) folgt: 
38.) p+g =. 
endlich aus (13.): 
ww.) A:B:f = rer: 

Die Gleichung (37.) lehrt, ‚dass die Hessesche Determinante der Function 
ru —v verschwindet, dass also diese Function ein vollständiger Cubus ist. Wenn 
also die Invariante K verschwindet, so giebt es eine Combination von u und v, 
welche ein vollständiger Cubus ist. Man beweist auch leicht, dass umgekehr!. 
wenn e=u-+(ac-+by), immer K verschwindet. Die Wurzel des Cubus 
unterscheidet sich von den linearen Covarianten p, g nur durch constante 
Factoren. 


Giessen, den 2. Juni 1867. 




















j 
Zur Theorie der binären Formen vierten Grades. 
(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 
Is a eine binäre Form vierten Grades: 
u = ası +4baı © + 6er) a5 +Ade, 224 er). 
und bezeichnet man durch i, j, S/, T die Formen 
abc 
= ae—4bd-+3c', j=ib ee. @i, 
e dc ce 
A = Ulla — Un: T=u1—w4,’ 
endlich durch %(z, 4) die Form 
p(z2,4) = ei} I», 
so hat man bekanntlich für die zusammengesetzte Function zu—4.4 die Bildungen: 
Aura = (4 u . —): 
op co“ op N\ 
Ina 73 Sg (35) ), 
Ins = HE Fans _ U Fear), 
© OA OX ON 
T.-11 = T.9; 
und zwischen T, «, 4 besteht die Gleichung: 
T’= — f er u). 
Ich werde mich im Folgenden mit den Bildungen beschäftigen, welche 
aus der Combination von T mit zu —44 hervorgehen, sowie mit den Co- 
varianten und Invarianten von T selbst. 


Bezeichnen wir durch y,. Y, die beiden Ausdrücke 


1) y=-mtriI, yp=zm—ıA,, 


*) Jch bezeichne für eine Form g n'" Grades durch ;, Pix ete. die Ausdrücke 
I op 1 O0’ 


— etc. 
) u ) 
n.n—1 02,08, 





n OX; 
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und durch f" dasjenige, was aus einer Function x” Ordnung f entsteht, wenn 
darin statt z&,. &, die Ausdrücke 


2, TtY» m;=emtY: 
esetzt werden. Wendet man für f den symbolischen Ausdruck 
u = (a2,+ 0,2,” 
an. und entwickelt in dieser Form f’ nach Potenzen der y: 


f = f+nD(f)+— 


hat man symbolisch: 





D(f) = (art) (a, Yıt & >). 
D\f) = (us tar)" ‚a Yır ArYa, . 
D’(f) = (ax +2)” (ayı+ @.Y2)", 


Für diese Ausdrücke erhält man Recursionsformeln,. indem man verfährt, wie 
Herr Hesse im 36°" Bd., p. 156 dieses Journals. Es wird nämlich offenbar 


a PR AT 


n Yı B 92 = ( 
2\ \ oOX, OX 


. c >Y °Y, oY, oyz\ 
+k(a,0, +0)" "(ayı ta; yet} (a - —ı1-< )+y.(a — 14,2). 





n— k)D'*'(f) 








Der letzte eingeklammerte Ausdruck kann VE werden, indem man 











el n oy ö 01 r ® 4 
4 durch —% und % durch _ ersetzt. Er verwandelt sich dann in: 
En Eye e- 
l 2 ı 
® °Y, .) ( oY; °Y, ) 
a u r +A,\ 0 ——=—y — 
ı\9: dr, Yı dr, 95 rs J: Or, 
Pr Pr + 7 . Fe 
ax, +4a,x, (oy, oy, OYı oy, ; | ZU In Zun—Adı: 
a 1 2 KR —ı___. — — 3 (4,204 0%;) 
3 O2, O2, 02, 0x, i 


I I Alla A| | 
— dla ta) A,.1- 


Die Formel (2.) giebt daher 


7 IR ( >D*( / \ +1 /p\ ‘ u Wr 
Dry Py, = (n-MDN)-3ED-Uf).Anaas 


l 2 


und man hat für D’*'(f) die Recursionsformel: 


I/f I yoD D'(f) 3h p- 
(f) u n—k d ur. + eu l )— (M)Im-1a > 





oder wenn man durch dw die On 


077 = 








Y ’ . ee . , 
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bezeichnet: 


| 3.) D*+D(f) _ — ID (f)- _ D | [  E I 


Im Folgenden werde ich durch y, g', y" po" die vier Ausdrücke be- 


’ 


zeichnen. welche aus der Entwicklung von 





p(zrEed, te) = y+Iep +3 +" 
entstehen: so dass also 
, op (#, 2) Op (2,} 
/ p\*%, Ku) 9% 3 2 1 - ; u 
og (A, u 5 
g"" —p (4, u). p" Per „= rd, ). er op 4 u 1) 
s C od ou 


Dann ist unter anderem 
4.) T=-g, Ausg". 
Ferner hat man durch Anwendung der Operation d die Formeln: 
en du = (u Yıtw 9) = MT, 
je, 01 = (I\Yyı+ S2Y:) — 4-T: 
und sodann aus (4. 


2T0T = — dp" — nt - du + : 0 34) = —RT.: 


ef 
.. 


ou 
also 
6.) JIT= —6y" 
Ebenso aus der zweiten Formel (4.): 
\ \ \ O6 j y 
TU) dan =de = -AT(2 +4 = AT.g, 
5% ” O1 


und durch fortgesetzte Differentiation aus > 


OT= — dp" = — 24T (I I .) a F e 


/ ou 
PT= —48(4Tpy— bp" 


Setzen wir jetz! 
f = wm—04, 


und bilden die Entwicklungscoefficienten (3.). Da hienach df=4Tr, wo r 
. r . e * » 2 
die Determinante r = o4— 0x bedeutet, so erkennt man sofort, dass D’(f) die 


Form hat: 
D*(f)=M,.f+N..r, (r=0)—0%). 


wo M, und N, die e, o nicht mehr enthalten. Führt man diesen Ausdruck 


Journal für Mathematik Bd, LXVII. Heft 4. 48 
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in (3.) ein. so zerfällt die Recursionsformel in die beiden: 


’ 


X \ N, = 21 IM, u. ah M,_:. Y . 


| nr u 
N, 4 - A _ E (ON, + 4 TH, ) + —— N an a | VB 


und für 7= 0 hat man 


un=i1, €&M$=b, 


für k=1 aber 
D(f\=4öf=rT, also 
nee Au 
(9.) giebt nun: 
NM =4dM+M,p =y, 
M,; =40M,+3M,y = 4dg' = ?2T.y, 
M, = dM;-+9N;,y' = 2ydT+ Ip" = Iy"—12yy": 
und sodann aus der zweiten Gleichung (9.) mit Benutzung dieser Werthe: 
N, = 4 ($N,+ATM,)+N,g' = WT = —2p", 
N, = 4($N,;+ATM,)-++3N,p' = —dp"+2Tp+3Ty' = —3Ty', 
N = dN,-+ATM-+9N,p' = —3(Töp'+y'IT+ST’y-18y'y" = —AT'y. 


Die Anwendung der Formeln 


Wan hat also die Darstellungen: 
D (eu—-04) = AT, 


o \ D’(ou— 04) = gp' (ou— 04) — Rp" (0h— 02). 


Pr 9u—0I4) = RTy (on— 04) —3y T(oR— 0x). 
D’(ou—0A4) = (Ip”—12yy") (ou— 04) — AT" y(gi— 02). 
Ich werde jetzt zweitens die Formel (3.) auf die Function f=T anwenden. 
In diesem Falle ist 
DiN=T= 1%", 
daher weiter nach (3.): 
D\T)= 3, "T+3Tp = —Tg', 
ı DT) =4.Töp+Yy OT) +4pdT= —T’y, 
\ D*'T —2Ty 57 — BIT, ?T— 4Tyy ya Ip” T. 


4 D’T) = 2p(y" OT+ Top") —3Ty'dy'— ig" OT—HT’yy' 
= — 12yyp "+ Ip" p"—2T’yy', 
pr T) = —24pg'"dg"+9p" dp" +18p’p" dp'—Ayy' TOT— RT’ ydyp 
+15/4Tyy"—3y’T) 
= -ST’p +27" T—36pyY'y"T. 








Y er - . ' 3 > ’y* - n » ® 
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Die verschiedenen aus #, 4, T entsprineenden Formen erhält man. 
indem man zunächst diese Funetionen für die Variabeln 2 +&Y,. 2-+-ey, bildet 


nYs > ınzAa 7 £ N pn n 2 N . . 
und nach Potenzen von & entwickelt. Die hiedureh entstehenden Reihen seien: 


a +4 u! LH UN ru 
12.) 1944.10 4 6FIOL4FINL EAN, 
T+6:T’ +15 TOP L20F° TO LI5TP46° 7 es: 


Betrachtet man irgend welche der hier auftretenden Glieder als Funetionen 
der y allein. indem man die x constant denkt. und bildet irgend eine simultane 
Invariante derselben. so wird dieselbe mit Rücksicht auf die r eine aus u. 
T und 4 hervorgehende Covariante, resp. Invariante. 

Aber die Glieder der Reihen 12. vehen durch die linearen Substi- 
tuntionen /1.),. deren Determinanle eleich T ist. in die Funetionen 


13.) D_’(u),, D®P(A, D®(T 


der Variabeln z, 4 über. Man erhält daher die in Rede stehenden Formen. 
indem man die betreffenden simultanen Inrarianten für die Ausdrücke (13. 
bildet, und durch eine entsprechende Potenz von T dividirt. 

Da die Coefflicienten der Formen (13.) bereits Funeltionen von a, A, 1 
sind. so erhält man auf diese Weise die gesuchten Formen direct durch x. 
I. T ausgedrückt. 

Die sonach auszuführenden Processe sind Bildunsen von Invarianten 
der Ausdrücke /10.). 11.) in Bezug auf z, 4. Diese Ausdrücke sind Com 


binationen der drei Functionen von z, 4, welche durch g. g', g bezeichnet 
wurden. Um die Invariantenbildungsen zu erleichtern. werde ich nun zunächst! 


diese Formen ähnlich umsestalten. wie es soeben mit den Ausdrücken (19. 


eeschehen ist. R 
Es sei - 

\ & Bann zu ). Fr 4 

(14. ’ ( op" | ; op" „ & 

i K—_—— th ) =, ? 

N 3 Yin ou r i 


oder wenn man nach #, / auflöst: 





£ op'" 
m ' > - 
FE A > 
(15 £ Am" 
p"i= nu—— - | 

ie Kr ur: 
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In Folge dieser Gleichungen hat man 


yip+sep+3ip"+eg"i = p”.p(z+E4I,h-+ eu) 








eo $ 0 “ 
B p(( n+ep'")I+ s . . (M+Ep")u— — )» 
« / | 


oder wenn man nach Potenzen von = n-+eg" entwickelt: 
= 2" +3LED (9) +3EED°(G")+EDY"); 
und nach Berechnung von D(g'"). D’(p""), D’(y"') hat man aus Vergleichung 
der Coelfficienten: 
gr. = np" +3ED(p")+3nS?D’(p")+5°’D’(p"). 
16.) !p.g = gg" +2mED(g")+ED(yM), 
Pe .p" = np"+5D(p"). 
Seizi man symbolisch 


f — ( or + PA), p" == (ad 1 Pu). 














so Ist 
4 ı m 
| ofa 0% BP og 
I m 2 
D (o") = (@«4-+Pu (= — —- nn 
MR, | _ 3 ou 3 04 
ie @ 04 Bß og" \? 
D’/o"'), = /‘adA-+ u) ELSE A 
ER. 7 ou 3 04 
D’(p") = ET 
| 3 gu 3.047 


Der erste dieser Ausdrücke verschwindet offenbar identisch. Ausserdem ist. 
wie man sofort sieht: 








( o 77% ("N A A oD* (p") RE) 
3 od ou ou oA 
- y k—1 
‘ Eu WIR, ıl % op" 3 op" 
3-k)Dgp")+kiadI+ Pu)" = — —— 





3 ou 3 04 








> u (— _——_ — —_ I u — _ 
9 ouod ou ’ 04 ’ ou odAocu oA 
IE a ER | 
‘ kt1y,..m k—1 ZZ "p © fr © op" 
— 3-hHD+ (op nu ( ne .. 
: \F ) f ). ou’ O8 Buod 


Setzen wir also der Kürze wegen 


og" a o At 2 
H= 35 (& 


ou’ 04° ud 





haben wir die Recursionsformel 








, rm 1 > DD* | m ) m >] )* ‚m a 2k Bo " 
DH") = ne: 3, PP).H. 


ni - 
od ou ou od 
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Daher für k=1 und k —=2: 
D’("") ne H. p", 


D’(yp") — zZ A (23 Oo ’»H CO 9" _9 H ) 


ou ou 04 











Und somit erhalten wir aus (16.) die Darstellungen : 
= 
| em Sins "-+snS’H+K°E°, 
’ pP". — 7 +Hs’, 








(18.) K ae ı + og"! BR... H ( N 


oa ou ou 04 / 


seselzt ist. 


Da die Determinante der Substitution (14.) — T’=g"” ist. so kann man 
die Invariantenbildungen für die Systeme (10.), (11.) auch an den Ausdrücken 
vornehmen, welche durch die Substitution (14.) aus denselben entstehen. und 
erhält noch immer die gesuchten Formen bis auf Potenzen von +T. Die 
Formeln (10.), (11.) aber gehen nunmehr über in ag 


- o g" Bu, og \ 
in(o a u ae 5 


FE ° ou 


ww 


T’D’(ou— 04) = (n’—H5)(ou—04)— : 
| 
I T’ D’(gu— 04) = (n’— 3Hn:’— Ks’) (gu — 04) 


\ Bi il, 0" op" \ 
ae +). 
T’D*(ou— 04) = (n"— 6H Sr’ —8SKE’n + 9°) (ou — u 
— A: - a 
Lö? +InEH- -KP)0 .—- )- 


T DT), = "+HS, 
—T’D’(T) = ee Kö’, 
RO.) T’DY(T), = 1*+6H 5" +4Kön— 34H? &, 
—T'D’(T) = ; h 10H + 10Ks’n — were —RKH?, 
T’D’(T) = HI H+R0OK Sn -45H 5-12 HKs’n-(SK’+2T7H°)S' 
Bemerken wir übrigens hiezu noch folgendes. Wenn man die Sub- 


stitutionen (1.) und (15.) vereinigt, so findet man 





77 / S un , 4 
= nn Au — Au) —- tr 2% —4,) = x Tan 
P .Yı 1\ «2 5 7 De 
x m A “ a 
< c ( : oO f Pa & ( 7 
( "ach Yr = u \ (4, U —JIu,)+ g ( Em UT” d A zu 4,) re La N 1 ann 13 Pe a 
7 « z 





ERST RBR N a 


De at 


0 Zu 
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oder wenn man für 9” seinen Werth —T? setzt: 


\yı = — tn a 
21.) 

ER. ER, 

VE — T 1 


Die verschiedenen D"(f) sind also die Glieder der Entwickelung nach Dimen- 
sionen von S, n für eine Function von f, welche mit den Argumenten 


j f 7 & 
1__ ‚Pe. 





geschrieben wird. Nach den Gleichungen (19.', (20.) sind also. wenn man 


vie Irüher dureh einen oberen Strich diese Argumente andeutet. die Functionen 





on / und T’ durch die Entwickelungen dargestellt: 
t u 
\ »u2/ PR gi j \ - 4! 
own RER 04' — OU — 0. f} B- a )— 68 — Sk sd  — )4 09H > ( 
>. Wr | = E ü . NN Dr 15 
ae „list. FH 
\ se 37 +77, ya Ir 3Hz1 7) Br. 
2) 


NN 4: u. NN. 2 ’ 
- 7) +15Hs \ 1 — ) +20OKS Gr 5) 


’p 


En 
y 
nn 
ri 
u 
Pr) 
— 
u 


ENT UOE kur . ie Zinn 
Sr . —12HK I-)+ SsK’+-27 HE - 


Hiedurch werden die Beziehungen zwischen den Goeffieienten der verschiedenen 
Gleichungen (19.). (20.) sofort verständlich. Die Gleichungen (21.) sind die- 
selben. von denen ausgehend Herr Hermite seine Theorie der ,‚formes assoeiees“ 
auf die binären Formen vierter Ordnung angewandt hat (Bd. 52 dieses Journals 
p. 21 folg.). Will man aber direet von ihnen ausgehend die Gleichungen 
22. ableiten, so ist die Kenntniss der Determinante von T erforderlich. welche 
hier durch vorherige Anwendung der Substitulionen (1.) vermieden wird. 


un a . FE ma, 1 
Die Determinante der Substitutionen (21.) ist =; man muss also 
die Invarianten, welche aus den Functionen D’(oau—04), D’(T) (19.), (20.) 


entspringen. mit der entsprechenden Potenz von — 7’ multipliciren. 





Ich werde jetzt die nächstliegenden Covarianten. welche als simultane 
Invarianien des Systems (19.), (20.) erscheinen. bilden. 














g n . 5 . y . 
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Il. Die Function 
I \ oT o’ou — od 8 


. | o’T oou— od ;, ; co’ ou 0A \ 
12.30 | or! or A or 0, 02,0%, 02 0x‘ 





entsteht. wenn man die entsprechende Invariante der Funetionen D’(ou—0.4). 
D’/T) in der Form (19.), (20.) mit 7” multiplieirt; sie ‘ist also gleich 
»„Jou—o4A H ou — 04 


pn En 7, =0; 


1 
sie verschwindet identisch. 
2. Die Function 
ı or oT u / oT \ | 
30.90 ! 0 07, \ ( LOL, / 


ist die Delerminante von DT) (20.), multiplieirt mit 7°, also gleich A 


Die Determinante von T entsteht aus — si, ;1. wenn darin 4 fin 
z,. a für 4 gesetzt wird. 
3. Die Function 
6. _g_ oT O gu—od IE WR. Ei oou—cA E... T o’ou—0o4ı 
.. 


) 
24.120 tox° ox? 023102, 02,02? 02,02, Ox)0%, ox? or! 








ist —T” multiplieirt mit der betreffenden Invariante von D’/T) und D’(ou— 04). 


also gleich: 
ei . 2H ; og" op"'Ni 
ge BR (ur) 


Setzt man darin für 3X seinen Werth aus /18.). und für 2H den Ausdruck 

















, oH coH 
23H = s-— +41—.. 
ou od ’ 
so wird dies: 
oH .cH 
f ou — oA 7 UT Fr} A | 0 n . N 
oe T? | Ip"! og"! oH op" oH og!" E T? { H ( H | ög'" } g 7 
| Zn 0 u. Sean; Narr Tu Ra ze .n nxi Mr 
\ oA ou ou 04 oA ou ou od oA ou 
3" ( oH  , _oH BY oH oH 
= — — (U — +0—)=—09(0- +0——)- 
m? \y 94 "7 ou \ oA OU 
4. Die Function 
1 oT co'au— 0A „ oT om—o4 oT oteu—o4 \ 
24.360 Or a Air Omi Ör‘ 0 N 


ist gleich T* multiplicirt mit der entsprechenden simultanen Invariante von 
D*T) und D*gu—04). Man erkennt aus (19.), (20.) sofort ihr Verschwinden: 


welches a priori daraus klar ist, dass diese Form in den x vom zweiten Grade is! 





ae yo 


14 
€ 
iM 
„ 
S 
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5. Die Function 








U: ER a ar 3( oT N) 
360.360 ! dx! ox! oa°ör, 02,00? or? 357) 
ist gleich 7 multiplieirt mit der ersten Invariante von D*(T), also gleich 
1 f Wi N 
mr (93H +3H”) = 0. 

Es ist dieses die fundamentale Covariante vierter Ordnung der Function 
sechster Ordnung T, und ihr Verschwinden für dieselbe charakteristisch. Vergl. 
(lebsch und Gordan, Annali di matematica ser. II. tomo I. pag. 78. 

6. Die Invariante 








Be? (27 Eu HT ar 0. 87 0 0, 97 )') 
120.720 \ 02° 02° or}Or, 0x, Or, ortox} 0x? dr} or? 0x) 

ist gleich T" multiplieirt mit der entsprechenden Invariante von D°(T). 
also gleich 





ww 2 x er RER a 
(SKIP -45W°-10R°) = — (HAN), 
Nun ist nach der Theorie der binären cubischen Formen 
K’-+-4H’ = —ARg"", 
wo R die Discriminante der cubischen Form 4" bezeichnet. Man hat also hier 
u”. 
Be ne EN 
R = 15; (0 275), 
also 
ann 4T' | 
a BE a A (Pt .I\ 
K’+4H = 15, (8 275). 


daher wird endlich die gesuchte Invariante gleich 

24 E27). 
Vergl. Hermite, Bd. 52 dieses Journals, p. 36. Dieses ist die einzige In- 
variante von T. Da für T die fundamentale Covariante vierter Ordnung ver- 
schwindel, so sind alle übrigen Invarianten entweder Null, oder Potenzen der 
ersteren. Es ist übrigens sehr leicht, durch die oben gegebenen Formeln 
weitere Invarianten von T zu berechnen, wie überhaupt die hier gegebenen 


Beispiele simultaner Formen von a, 4, T beliebig zu vermehren, ohne dass 
man nöthig hat, auf die canonische Form von x, S, T zurückzugehen. 


Giessen, den 12. Juni 1867. 


—— ii 











